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- ZUR THEORIE DER COMPLEXEN ZAHLEN.

(L]
NEUE THEORIE DER ZERLEGUNG DER CUBEN.

I. Wir nehmen an, es gebe eine Auflssung der Gleichung #°~+y°+2°= 0,
nemlich 2 =a, y = b, 2 =c. wo a, b, ¢ keinen gemeinschaftlichen Divisor
haben, folglich auch unter sich Primzahlen sind. Wir setzen

b+tc=a
c+a=735
a+b=vy

wo nothwendig auch «a, 8, y unter sich Primzahlen sein werden. Hitten nem-

lich o und 6 einen gemeinschaftlichen Divisor, so wiirde dieser auch a® und 5°

messen, es miissten daher auch a und & einen gemeinschaftlichen Divisor haben.
Wir werden nun haben

BE+y—af++a—8f+(a+B6—7)° =0
allein es ist identisch
B+y—a)’+y+a—8) +(a+8—7)° = (a+b-47)’ — 2408y
Es wird folglich

(@a+6+7)* = 24aBy
49%
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Sind «a, 6, v reelle Zahlen, so wird a6y durch 3 theilbar sein, also
(@+86+47)° durch 27, folglich @By durch 9. Es muss daher eine der Zahlen
a, 6, 7 z.B. vy durch 9 theilbar sein, also ¢* ebenfalls, folglich ¢ durch 3.

Sind hingegen «, 6, y imaginire Zahlen, so schliessen wir, dass a8y
durch 1—e, folglich 2408y durch (1—e¢)’, mithin a8y durch 1—¢ theilbar
sein miisse. Es ist also eine der Zahlen a, 6, y durch 1—e¢ theilbar und folg-
lich auch eine der Zahlen a, b, c.

II.  Wir haben allgemein die identische Gleichung

(p-—l—q—!—r)"’-{— (p-l—qe—{-ree)“—]-(p_}_qee_l__m)s
= 2Tpqr+3(p+q-+7) (p—}-qe—-'l—f'ee) (p-+geet-re)

Ist folglich p+4-g¢—4r = 0, so wird
(p-tgetree)’+(ptgeetref —27pgr =0

Sind hier p, ¢, 7 selbst Cuben, nemlich resp. = a° t% ¢%; d.i. existirt eine

Auflosung der Gleichung #*—+y°*+2° = 0, so wird

@+be e =d
a+beet-cfe =1V

—3abe =

gesetzt, auch a®4b*-+c* =0 werden. Aus dieser neuen Auflésung kann man
auf gleiche Weise eine dritte ableiten u.s.w. Man tiberzeugt sich leicht, dass
wenn die erste Auflosung in reellen Zahlen ist, auch die dritte eine solche sein
wird.

Es ist noch zu bemerken, dass wenn . a, b, ¢ keinen Factor gemein haben,
dasselbe auch von &, ¥, ¢ gelten wird, den Factor 1—= abgerechnet. Es ist
nemlich

LA codlc b —— 48 S __ _ 731 .o08
= —et@4-eb = a’—ec’ = —bH-zec
LA 3 3 3 3 aaB3_ 8
= @ —eb’ = —cea’tecd =ecb—¢
c'

:—(as-—-t)abc

Die beiden ersten Zahlen haben also weder mit @, noch mit b, noch mit ¢ einen
Factor gemein, konnen auch nicht durch 1—c¢ theilbar sein, wenn nicht a,b,c
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zugleich durch 1—e theilbar sind: daher haben jene auch keinen Factor mit der
dritten gemein.

ITI. Aber auch der umgekehrte Weg wird offen stehen. Wir haben gese-
hen, dass eine der Grossen durch 1—e theilbar ist: dies mag ¢ sein. Da man
statt @ auch ac oder ace substituiren kann, und ebenso statt b auch be oder
bee, so diirfen wir voraussetzen, dass ¢ entweder =1 oder = —1 sein wird;
wir werden das erstere voraussetzen, da im andern Fall b=1 sein wiirde und
nur mit @ vertauscht zu werden brauchte. Wir setzen demnach

a= 1-+4-3a
b=—1+386
und
ac+bee
e = Lt (ee—e)(ae4-Bes) =4
“Zf_’i:e = —1+4(se—¢)(aee+86¢) = B
& = (e—9a+9) =C
wo A4B+C=0 wird, und 4BC = 215 = (_2)

Da hier

4 = —eA-}zeeB
b= etA—=eB

so konnen A und B keinen Factor gemein haben, weil ein solcher sonst auch ge-
meinschaftlicher Factor von ¢ und b sein wiirde. Wegen A+ B— C = 0 kann
folglich auch C keinen Factor weder mit 4 noch mit B gemein haben. Hier-
aus folgt leicht, dass 4 und B und mithin auch C Cuben sind. Denn (e—i—;f
wird durch ¢—sce, folglich auch durch (¢ —e¢)® theilbar sein oder a-+6 durch
3, daher wird A=1, B= —1 (mod. 3).

Setzen wir nun

A=ada®
B =15
C'::_.-'(:'3

so haben wir aus der Auflssung der Gleichung &*~+y°+2° = 0
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x=a
g -
& =
eine andere abgeleitet
zx=4d
y=>¥
z=°c
wo @bt = <

e—e)

wo folglich ¢ den Factor 1—e einmal weniger enthalten wird, als ¢. Dies ist
aber absurd, wenn ¢ nur durch eine bestimmte Potenz von 1—¢ theilbar, d.i.
wenn ¢ von 0 verschieden ist. Denn durch Fortsetzung dieser Operationen wiirde
man sonst am Ende auf eine Auflésung kommen, wo z gar nicht durch 1—e theil-
bar wire gegen (I).

Einen #hnlichen Weg kann man fiir die 5" Potenzen nehmen. Ist nim-
lich a®4-b"-4¢c® =0, sosetzt man b+c=a, c+a==86, a4b =17, so wird

0 = (2aP+ @B+ (20F = E+7—af +(y+a—Bp+(at+E—7)
= (a+6+7)—80aby(aa+66-+77)

Es kann aber nicht (a~+8-47)° = 80a8y(aa—+66-77) werden, ohne
dass eine der Zahlen «, 6, v durch 1—-¢ theilbar sei. Denn wiren sie alle nicht
theilbar, so miisste sowohl o647y als aa—+66-47y durch 1—e theilbar
sein, folglichauch 2(aa—+66-+7y)+2(a+6+7)(a+6—7) = (2a+6)*+ 3868,
was unmoglich ist.

Man kann dies auch so darstellen. Ist a®--5°4¢®= 0, so wird

4(a4-b+4¢ = 5(b+¢)(c+a) [a+b) (64204 3¢)*+ 3 (a4 — 8 (a+-b+-¢)c]
= 50+ e+ a) (at-H[6— o -+3 b+ I+ 4 a-Hb+9)a]
dlat+b+c’+5abec[(b—cf+3(b+¢)*] = 5(at+b+c)f. ...}

Uebrigens wiirde der Beweis dem vorigen sehr dhnlich.
Versucht man aber denselben Gang bei den siebenten Potenzen, so gelingt
es nicht zu beweisen, dass bei einer gegebenen Auflésung
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a4 =0
nothwendig eine der Grdssen a, b. ¢ durch 7 theilbar sein miisse. Es folgt nem-
lich nur

(a+847) = 5a6y{3(a'+6"+7")+10(aab6+aayy+6677)}

welches bestehen kann, ohne dass «, 8, ¥ durch 1—e¢ theilbar wire.
Hoffentlich wird sich indessen dies in Zukunft aus der Natur der Determi-

nanten und der Einheitszahlen ableiten lassen.

[1L)
BESTIMMUNG DER NACHSTEN GANZEN ZAHL.

Es sei =1, m=a-4betcee
26—b—c = A+a
2b—c¢—a = B-+56
2c—a—b = C+vy
wo A, B, C ganze Zahlen; a, 6, y positive echte Briiche sind. Man hat dann
A+B+4CHa+64+y=0

also drei Fille zu unterscheiden:
I. a+6+47=0, folglich a =10,5=20, 7=0

1, A= B = C(mod. 3). Hier ist m selbst eine ganze Zahl.
2, A— B=B—C=C—A=+1(mod. 3). Hierist m+=—=.¢" eine ganze Zahl.
I1. a+6+~y = 1.

Hier ist A+ Be-}-Cee+-1
A4 Be-4- Cee+t-¢
A—+4-Be- Ceet-ce
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jedes durch 1—¢ theilbar, und eine dieser Zahlen durch 3. Der Quotient oder

el g —Bec—yee
m+_____3_;f_.

die gesuchte ganze Zahl.
III. a4+647=2
Hier sind A+ Be4Ceef-e-}-ce
A+ Be+ Ceet-ee-1
A+Be4 Ceet14-¢
durch 1—=& und eine dieser Zahlen durch 3 theilbar. Der Quotient, oder

e? (e +ee)—a—bec—yce
m+ ( ) - Y

ist die gesuchte ganze Zahl.

In allen drei Fillen hat der Rest die Form
&4yet-zce

so dass @,y,# ohne Riicksicht auf das Zeichen kleiner als 4 und 2+y-+2=0
wird. Dadurch wird aber nothwendig

2etyy-t22 = 2x0—2yz = 2yy — 2wz — 222— 220y <3}

weil von den drei Grossen @,y,z nothwendig zwei einerlei Zeichen haben. Folg-
lich ist der Determinant des Restes

= $@etyy+22)<+t Q. E. D.

Die Bestimmung der niichsten ganzen Zahl geschieht bequemer auf folgende
Art. Es sei vorgegeben a-}-be—4cee = m, man setze

b—a = C+vy
c—b = A+a
aq— ¢ — B+6

wo 4, B, C die niichst kleinern ganzen Zahlen; «, 6, y positive Briiche sind.
Hier sind drei Fille zu unterscheiden :
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I  a+486-47=0, soist m selbst ganze Zahl
I1. a—Fﬁ—}—y =1, so ist die nichste ganze Zahl

B+ (B4 C)e wenn a der gr'tisste Bruch ist.
Ce+ (A4 C)ee [
A+ B . +Ades Y
III. o647 = 2, so ist die néichste ganze Zahl
B+1+4 (B4 C—+2)e wenn o der kleinste Bruch ist.
. (CH1)e+(A++C+2)e [
A+B+2 . +(A+1)ee Y

In IT, 1 ist der Rest 6+ (6+47)e, dessen Determinant
=86+87+7y = +—+{(@—B)(1+38)+(a—7) (1+437)]

Noch einfacher so:

Man ordue die Briiche a— [a], b —[b], c—[¢] nach ihrer Grdsse: so heissen
sie der Reihe nach p, ¢, r. Sind alle drei gleich gross, so ist m eine ganze Zahl.
Sind sie aber ungleich, so sei ¢ ein beliebiger Bruch zwischen

p und ¢, jenachdem ¢—p am grossten ist
g und r r—gq

r und 1-4p l4+p—r

Sodann ist

[a—t]—}-[b—t]e;}—{c—t]ee

die nichste ganze Zahl.
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[1I1.)
Essel ¢ =1
a-t+be —-cee +de* J-egt =4
a+be ee P de df-ee Tt = ¢
@a—b°4-(b—c¢)® +(C—fl)2+(d—-e)24-( a)® = 2p'
(40— P4 (p— )+ (e — &) +(d— )+ (e — 1)} = 2p"

q/qm/_______pe_-___},ee'_p8 pvg,g:P,
qnqm__. __p ge— p g p 2 '—p,23 — Pu
Determinant o] P’P" — _pp+3pp pn U

Mensura = 2p'+2p"—=2 P+ 2 P"
= 5(@a—+bb+cct+dd—+ee)—(a4b+cd-te)?

Multiplicando per 1—=¢ fit mensura nova = 8p’
Hochste Mensur — 2(:1236,,—]—:2320 VD = 4,472\/D
Modulus — 1—¢
l—e =
g=l—ua
gg 1— 22422

g = 1— 32+ 3ax—2a°

¢ =1—2xf6x0—42°4-2*
—4tbx—aaxat-2°
Also
3—e®
—- =nmod.(1—¢) ‘
g"= 1—nx mod. (1—¢)*
(;:—1—'—:—;)” = 1-}nze mod. (1—¢)®
Also eine Zahl, welche = 1| mod. (1—¢)® kann nur dann eine Einzahl sein,

wenn sie zugleich = 1 (mod. 5).
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(Iv.]
EINIGES UBER DIE MENSUR DER ZAHLEN.

Fssei ¢ = t, n Primzahl

m=a-+ae+a'se+a"s} . —i—a(”"’)e””—‘ = fe
D= fe.fee.fe* ... fe !
fe.fe" ' = b(e—l—-e”'*) Ve — "7 . ..
§0 1st
2 = (a—d )+ (@—a" )+ (@ —a" )+ ete.
20 = (a—a" Y+ (@ —da" '+ (@"—da" )+ ete.
ete.
hier sind also ¥, 0", 8”. . lauter positive Grossen; sie heissen Partialmensuren
von m, so wie ihre Summe

V40" 0"+ etc. = nlaa-t-da+a"a++ . .)— (a+a'+a"+ ete)?

die Generalmensur. Setzt man
fe.fe = ¢, fee.fe" P =" ete.
so ist
d A" ete. ¢ — P Wb ete. + pe—1)
¢ e (g 6" )4 ¢ (B4 ) ete. = 2(H b~ b7+ ete. 51 — b’
C2—e—e" N2 —ee—e" ) "2 —— ")+ ete. = nb’
b'>n—_1 (n D)EET, V- 0"+ 0"+ ete. > &;—'—1 . 1);‘-ET

Ist allgemein
fe.fe" = A4 A4 Aee+ A" ..

so ist die Generalmensur A = —A4—A—A"— etc. +nAd
Mensur von (1-2)fe... AN'=4 A\ —2n(d—4) =4\ —2al
Ist ad+a'+..=0, soist A = n(aa+dd-+a"a"+ etc.)
und ist A4+AA"4+ ... =0, soist A\ =nd, N'=n24+24)

Ist also einer der Coéfficienten A’, A” etc. negativ und absolut grosser als
1+ A, so ldsst sich die Mensur salvo determinante herabbringen.

50*
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V]
Sollte sich bestitigen, dass jede Einheitszahl bloss aus Factoren von der
Form
e« b
&7 — 0
zusammengesetzt wire, so wiirde folgender Satz bewiesen sein:
Ist f(e) eine Einheitszahl, so ist
NAQ) —
JE)
Auch ohne jenen Satz vorauszusetzen, ist der Schlusssatz leicht zu beweisen.
Es sei

Je
f? f— F€
S0 1st
Fe. . Fel =1

woraus mit Hiilfe der Lehre von der Mensur leicht gefolgert wird, dass

Fe=—+-¢"
Das untere Zeichen ist aber unmoglich, weil sonst fz durch 1—=¢ theilbar sein
- miisste. .
Dass der Determinant einer von 0 verschiedenen Zahl nicht — 0 sein

konne, lidsst sich leicht beweisen. Wenn der Determinant durch m theilbar ist,
so ist die Zahl selbst durch 1—z¢ theilbar; folglich wenn der Determinant durch
m™ ! theilbar ist, muss die Zahl selbst durch = theilbar sein. Welches absurd
ist, da beim Det. 0 die Zahl erst salvo Det. so oft durch m dividirt werden konnte,
bis sie nicht mehr theilbar wire. Der erste Satz aber erhellt so. Es sei die vor-
gegebene Zahl

a+bz4cese+ ete. =a-+b-+4c..mod 1—=

also Determinans = (a-+b-c¢ . )" ' mod. 1 —=.
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[VL]
Essel ¢ = 1

fe = a—+bztceetde® 4 ete

m =— Determinans dieser Zahl
m

2 = fee.fét. .. fe" ' = A+ Bs -+ Cec+} etc. = Fe
72 :

Der Zahl fe entspricht eine Wurzel der Congruenz "

=1 (mod.m.) Es
sei dieselbe r. Man hat

nA=— F14+ Fe+4 Fee4 ..
nB = Fi+4+e¢ ' Fete?Fee .
nC = F14-¢?Fe-e¢*Fee ..

ete.
also, da Fee, Fe’, Fe' etc. durch jfe theilbar sind,

nA—F1— enB—F1)
nA—F1—ee(nC—F1)
nA—F1—e(nD—F1)
ete.
alle durch f¢ theilbar, oder auch

n(A—B)—en(B—C)
— C)—en(C—D)

ete.

=
&

durch fz theilbar; folglich [wenn fz durch 1—¢, und F'g durch eine ganze
reelle Zahl nicht theilbar ist)

€

Il

i

A4—
B

If

B B-C C—D
¢ =—p = p_—gp etc. (mod. f¢)




