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SOMMATIRE

La partie A de ce travail est consacrée & 1'étude a postériori de
1'erreur commise dans la résolution d'un systéme par les moindres carrés. Cette
partie est celle qui est susceptible du p]Us grand nombre d'applications prati-
ques dans toutes les sciences expérimentalés.

La partie B est intéressante au point de vue théorique. Elle parle
de 1'estimation & postériori de 1'erreur sur une ou plusieurs racines numériques
d'un polyndme mais me semble beaucoup moins pratique que 1'estimation directe.

C traite, elle, du probléme des valeurs propres. Nous commengons par
estimer & postériori 1'erreur quand nous avons une valeur propre et le vecteur

propre correspondant puis nous en déduisons 1'erreur & postériori sur la valeur
propre seule.

Pour ces trois parties, nous donnons une procédure qui réalise effec-
tivement le calcul de cette erreur & postériori. Nous signalons qu'elles sont
toutes assez rapides (temps moyen : 20 milliémes d'heures, soit un peu plus
d'une minute).

Enfin dans la partie D nous estimons & postériori 1'erreur commise
dans la résolution d'un systéme linéaire et ce, dans le cadre d'un espace de
Hilbert. Pour cela nous commengons par définir ce que nous appelerons une double
norme, puis, & 1'aide d'une hypothése exprimée en utilisant cette double norme,
nous étudierons 1'erreur a postériori. Nous ferons une application a la méthode

de Galerkin des résultats trouvés. Nous particulariserons pour le probléme de
Dirichlet et 1'équation de Fredholm.

La bibliographie de chaque partie se trouve a la fin de celle-ci.
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INTRODUCTION

~

L'objet de cette thése étant 1'estimation d postériori de 1'erreur dans
différents cas, nous commencerons par expliquer ce qu'est cette estimation. Nous
emprunterons & Jean Giches [I] ces explications.

Jean Gaches a résolu ce probléme dans le cas de systémes linéaires,

Ayant appliqué un algorithme & un ensemble de données, i1 importe de
connaitre la signification du résultat numérique obtenu. C'est-d-dire de préci-
ser dans quelle mesure ce résultat est acceptable, compte-tenu du probléme pro-
poseé.

La solution exacte ne peut &tre atteinte qu'exceptionnellement. En
effet, on utilise généralement des procédés itératifs qui convergent vers la
solution exacte mais on ne peut évidemment aller & la limite, on doit se conten-
ter d'une approximation ; d'autre part i1 y a aussi les erreurs d'arrondi (ddes
au nombre fini et constant de bits par mémoire).

IT y a aussi 1'incertitude des données diies soit & leur nature expé-
rimentale (réalisation non idéale de 1'expérience, précision des appareils,

qualités de 1'observateur) soit, aussi du fait, déja vu, des troncatures de nom-
bres & Teur entrée en machine et de leur transformation en binaire.

Pour caractériser la qualité des résultats obtenus on utilise :

L'analyse directe.

Soit X Ta solution numérique et x* Ta solution exacte d'un probléme.
C'est Te calcul d'erreur habituel et i1 conduit & des inégalités de la forme
|[x*-X| | ¢ ¢ mais en général si le nombre d'opérations est grand cela conduit
d des majorations trop grossiéres.



III

L'analyse rétrograde.

Ici on recherche de quels problémes % est-il solution.

D) f(X) = ¢ e est le résidu
(2) f9UX) = o
£ - '] <

mais ceci conduit encore a des majorations grassiéres de 1'erreur.

L'analyse & postériori.

C'est un raffinement de la précédente en ce sens que nous chercherons,
N o s e " . -
non pas un probléme quelconque vérifié par x, mais le probléme le plus "proche"
P N o * . . o PR i
vérifié par x. Nous dirons que f est indiscernable de £ si ||f - f|] « ¢

(quantité donnée a 1'avance). Nous dirons alors qu'une solution X est compatible
avec un probléme f si le probléme £, vérifie par %, le plus proche est indis-

cernable de f. La valeur de 1'analyse & postériori vient du fait que e est ai-
sément calculé a partir des incertitudes sur Tes données du probléme.
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

On cherche souvent, en physique, a déterminer Ta valeur numérique
d'un groupe de paramétres & 1'aide d'une suite nombreuse de mesures. Ces me-
sures forment un tableau de la forme AOX =B_- A, et B, étant des matrices
dont Tes éléments sont connus avec les marges d'incertitude €, et e,. X étant

2
le vecteur inconnu a déterminer.

On obtient généralement la valeur des paramétres par la méthode des
moindres carrés, si bien qu'on est amené a &tudier le systéme quadratique
AOTAOX = AOTBOO

L'objet de la partie A de ce travail est justement de déterminer
1'erreur & postériori dans la résolution de ce systeme.

C'est-a-dire, qu'ayant trouvé une solution numérique % de
AOTAOX - AOTBO = o, nous allons examiner 1'ensemble des problémes dont % est
solution exacte et voir s'il en existe un qui ne soit pas trop "différent" du
probléme véritable. Pour cela, A_ étant de dimension p x g et B, de dimension
“(P*17  pans celui-ci, on cherchera le couple

A% - aTg = o et qui est & la

q, on se placera dans 1'espace RY
de matrices (A*,B") qui appartient au cdne A
“distance" minimum de (Ao’Bo)°

- Dans toute la suite nous utiliserons comme norme de matrices ou de
vecteurs la racine carrée de la somme des carrés des éléments,

exempie :
1Al Vs of

iy



A-T1-2-

Si (A",B") est a 1'intérieur du domaine dans lequel nous savons que

se trouve (AO,BO) nous dirons qUe Ta solution X est compatible.
)\F,

doms e s —T
= uﬁ“ com ‘vobe;r

Tgﬁ diond

N

s ind

(A% %)

Méthode.

Nous utiliserons la méthode des multiplicateurs de Lagrange que je
rappelle ici briévement :

Soit une fonction de plusieurs variables f(xl,xz,,.nxn) dont nous

cherchons un extrémum sachant que X[y Xpo.u,X e SONE pas que]conques mais

soumis a "p" contraintes de la forme gI%xi,“n.,xn) = o (i=1, ..p). On montre
que 1'on trouve cet extrémum en annulant les dérivées part1e11es par rapport a
Xipuney X de Ta fonction auxiliaire f(xi,...,xn) + % A9, (xl,,o.xn>n Les

A, @tant des inconnues auxiliaires, nous aurons donc n + p inconnues a déter-

miner et, pour cela, les n dérivées partielles et les p contraintes.

Dans le cas présent, nous minimiserons d2 -carré de la distance eucli~
dienne  rapportée & 1' espace?Rp 979 dy point (A,B) au point (A B ) avec la

seule contrainte pour (A,B) d'appartenir au cOne A TaX - '8 = o.

Plan Suivi,
Nous commencerons par étudier le cas particulier ol A est une matri-

ce a 2 lignes et une colonne, x se réduisant alors a un scalaire, puis nous
généraliserons le résultat trouvé au cas d'une matrice colonne de Tongueur p.



A-T1-3-

Dans la deuxiéme partie, nous &tudierons le cas le plus général a
une restriction prés : A, sera Une_matrice ayant plus de lignes que de colon-
nes. En effet, en pratique, nous aurons bien plus de mesures que d'inconnues.
Nous faisons aussi 1'hypothése que AOTAO sera toujours inversible.

Remargue.

I1 est évident que si %> % (solution exacte de AOTon - AOTBO)
alors (A*,B") » (A ,B ).
o° O






CHAPITRE 1II

ETUDE D'UN CAS PARTICULIER

Nous allons étudier le cas particulier suivant :
o o
A = , B = , X = (X).

a' b!

Appliquons 1a méthode de Lagrange suivant 1'exposé du chapitre I.
Dans notre cas particulier, cela revient a minimiser danis4 la distance eucli-

2 (1) et b('}

dienne d2 = (a-a )2 + (a'-a' )" + (b-b )2 . (b'-b' )2 sachant que a
] O (@] (@]

vérifient (a2+a'2)§ = ab + a'b', autrement dit & annuler les dérivées partiel-
les par rapport & : a, a', b et b' de 1a fonction :
2
(a=a )2 + (a'=a' )2 + (b=b )7 + (b'-b' )2 + 2 [}a2+a' )% = (ab+a'b')].
o o o o B

En ajoutant aux quatre dérivées partielles la contrainte, on obtient le systéme

-

de 5 équations & 5 inconnues a, a', b, b' et x :

2(1+A%)a - Ab = 2a
201+x%)a! = Ab!' = 2a'
2b - Aa = 2b
O
2b' - ara' = 2b!
O

(a2+a‘2); = ab + a'b!

En résolvant ce systéme par rapport & x, on obtient les quatre va-
Teurs :



A-1I-2-

4a + 2Xb da' +2xb!
o) o) o o)

4C1A%) =22 401+2%)-2%

22a +4(1+AX)b. 22a' +4(1+2%)b'o
o] 0 O

2

4C1A%) =22 AC14A%) -\

On voit que si » - o alors (a,b,a',b') > (a_,b ,a' ,b' )
(oMo O O

Nous allons maintenant résoudre 1'équation qui nous donnera A. Nous
1'obtiendrons en reportant les 4 valeurs précédentes dans la contrainte.

L'équation ordonnée en 1 s'écrit :
leia b +a' b' +(b 2+b' Z)Q} + 2X [a 2+a' 2+b 2+b' 2:\
oo "o o O o o o © o
- 4“(a 2+a' 2)r>¥ - (a b +a' b! )J = 0
e} O o O o O

Nous posons :

a~ + a' = P

(e}

2 12_

bo+bO—Q

ab +a'b' =R

O O o O

et~§ = X" (c'est Ta solution exacte)

1'équation précédente s'écrit alors :

A2 (ReQ%) + 2% (P+Q) - 4P(X=x") = ©



A-1II -3 -

On en déduit les deux solutions.

- (P+Q) i\/<P+Q>2 o A(R+0%) Px=x")
R + Qx

>\:

nous avons vu que si » » o alors (a,b,a',b') tend vers (ao,bo,a'o,b'o) et donc
Y X o N s e . .
%X ~x ce qui nous impose ici le choix du signe +. En effet dans ce cas lorsque

n X o
X > x on a bien x - o.

- (PrQ) oV (Pe0)” + AReQK) PR
R+ QX

Remarque.
Le discriminant peut s'écrire :
A= (Pr2RY-0)2 + 4(a b' —a' b )P (1+%0)
(@] o] [oNe)
i1 est donc toujours positif ou nul et donc x existe toujours.

T

Calculons maintenant la distance de (AO,BO) au cone ATAX - A'B =

On a :
, . =) 28" w2 ptY)
(") (1) o) e}
a - a = A v >
© A(1+A%) = A
, Za(')'*Ab(')
(1) (1) o) o}
b -b ' = a e — >
© 4(1+ax) - A7

On en déduit o2 qui tous les calculs faits peut s'écrire :

) 2 , -
42 - ‘ {(x‘+4)(P+Q) . 8(P§—R>(2§—x)J

>
&1<|*x§)— 2]

e}
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Remarque.
2 - 2 : . 2
d” est une somme de carrés donc d° » o, 1'expression de d° en fonc-
tion de ) (voir page ) nous montre que 0% >0 Torsque x» -~ o et que

4% > w Torsque A > 2(xaV1+x%) comme d° est continue sur

]2(x— |+x2), 2(x+V|+x2)[. on voit que toutes les valeurs entre O et » seront

prises on peut donc approcher le vrai probléme d'aussi prés que 1'on voudra.

ere . .. L.
1 généralisation.

Nous pouvons aisément généraliser les résultats précédents au cas

ou AO et BO sont deux vecteurs colonnes de longueurs quelconques. IT suffit
de calculer :

Q=B B et R=A B.

et de les transporter dans les équations précédentes.



CHAPITRE III

EI'UDE DU CAS GENERAL

Nous allons essayer de généraliser les résultats précédents. Nous
passerons par 1'@tape intermédiaire d'une matrice A a 3 lignes et 3 colonnes.

a b C d X A
O O O @]
Ao‘ a' b' ¢! s BO— d'o , X={ vy}, xA=1{u
aH bH C” dH v
o o)
écrivons ATA§ - ATB

(a2+a'2+a”2); + (ab+a'b'+a”b")$ + (ac+a'c'+a"c")Z - (ad+a'd'+a'd")

+b”2)$ + (be+b'ct+b"c™)Z - (bd+b'd'+b"d™M)

(ab+a'b'+a"b™)X + (b+b'?

(ac+a'c'+a"c”)§ + (bc+b'c'+b”c”)? + (c2+c'2+c”2)} - (cd+c'd'+c"d")

un simple examen nous montre que les termes contenant une des variables
a, a', a", b, b',..., d" sont contenues dans une ligne:et dans une colonne,
cette disposition est générale.

Retour au cas général.

Nous avons a minimiser Trace [kA—AO)T(A—AO)J + (B~BO)T(B~BO). Nous

utiliserons la méthode des multiplicateurs de Lagrange, c'est-&-dire que nous

chercherons les extrémums de

TRACE (A—AO)T(A—AO)} . (B—BO)T(B—BO) AT ATAY-ATR) (1)



A=~ LIl - ¢ -

Nous avons comme matrices

X
i
ss}
1
>
1
>
n

Si nous dérivons (1) par rapport a 3> On obtient :

(@]
2 a; Ak (Aia°X) R (Aiox) - Ak bi =2 21
en dérivant par rapport a bi’ on a :
o P .éme ..
2b,=2Db," + A A Nous désignons par AL la i ligne de la ma-
trice A.
et, en combinant les deux pour &liminer bi’
o o]
4ag 2 h (AX) w2 X (A0 = A (AL ) = dag v 2 A by

Nous écrivons les unes sous les autres les équations obtenues en
faisant varier k. On peut écrire matriciellement :

oT

(2) 4 A+ 20 (A0« 2X (AL = A, 0 = 4 A%T 4 2T

Or Ap X et A, .\ sont des scalaires, on peut donc transposer ces quantités sans
changer leur valeur.

(2) s'eerit 4 AL+ 20 (XTA] )+ 2x GTAT ) = aaTal )

. {4 I+ 20X s - AAT] Ape =4 AT v and

On pose D =4 I + Z(AXT+XAT) - AxT
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On a donc ATO - p”! (4A?T+2Ab?T)

On en déduit

= by % A;.A et on en tire donc :

B =B + (2A~B AND "
(@] @] O

Nous avons obtenu les valeurs de A et B en fonction de A, 11 nous faut
déterminer A. On a 1'équation encore inemployée : ATA% = ATB = AT(BO+%AA) ce
s T
qui s'écrit encore ATA(ZQ—A) = 2ZA BO,

Calcul de D—].

D=4T1+ 2(xxT+XAT) - AxT est de la forme : al + bK. En étudiant K

on s'apercoit qu'il vérifie 1'équation

(3) K3 - [é(ka+xTA)-AT%}K2 + 4{XTxxTA—ATAng] K=o
or K2 introduit la matrice x X! qui n'existe pas dans K. On voit donc que K
vérifie un polyndme minimal de degré 3, Or (3) ayant le coefficient de K> égal
a | est donc le polyndme minimal
? 7 ?
nu) - @ - [Z(ATX+><T>\)-||>\||2]U“ . 4[(XT><)Z—||A|'|2||'><||“]u

[e]
K est donc une matrice du 3 degré.

On pourra donc, sauf cas particulier, inverser D par une matrice de
la forme al + bK + cKZ.?rocédons par identification
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(AT+1) (aT+bKecK2) = 4 al + (4b+a)K + (4c+b)kZ + K

On remplace K> par sa valeur, en fonction de K et K, obtenue a
1'aide de (3).

On obtient le systéme :

( 1
2 =7
4 4 4o +c{4[1ﬂ¥ﬁ-H%H2HxHﬂ}= -1
b+ c {QATX:-I|X|121 = 0 )

\

- on en tire a, b et c et on obtient tous les calculs faits :

El(l+ATx)—l|A||2(|+|lx||2)+(ATx)2}I-(2+XTx)(AxT+xAT)+(|+||x||2)XXT+||A||2xxT

610 - al[a]120+] x| %) + a0T0?

Ceci bien siir si le systéme (4) est possible et déterming, c'est-a-dire
le déterminant de la matrice des coefficients est non nul, ou encore si
4 (ax + 0?4 ||>\||2 (|+l|x||2) Ta condition sur A qui en découle est la
condition d'inversibilité de D.

Retour au probléme.

Nous avons vu que 1'équation en x s'écrivait ATA(2x-2) = ZATBO donc :

4 D_|(2AT+XBT)(2A +B AT)D_‘(Zx—X) = 2 D_|(2AT+ABT)B
0 0 o O o) O o
ou encore .

5y (2aTeaT)(2a +B A0 (2x=1) = (2l +xB1)B
@] O (o] (@] O (@] O
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Calculons 0°' (2x=1). On obtient

- x| 3]

D (2x=\)
40+ OO 2= I 12+ x
On pose P = AT A
o O
oLl
Q =B, B,
R = AT B
o O

Remarque.

Q est un scalaire

On peut encore écrire (5) sous la forme :

(51) (4P+2RAT+2XRT+QAAT)-((2+AT§)§—(I+||;||2)%]

- [}(I+AT§)—||XI|2(I+||;||2)+(AT§)?J(2R+QA)

Nous poserons que, par définition, x* est solution exacte du problé-
me posé, c'est-a-dire Px" = R. L'équation (5'), ordonnée en A s'écrit :

AT{[?QT—(I+||;][Z)%]R - OxX}A
R Z{P[?QT—(1+||xllz)€}+(RT;-Q) “RXT I

+ 4P(§—xx) = 0

-

Nous ne pouvons résoudre directement cette équation aussi nous uti-
liserons la méthode de Newton généralisée Aoy 5 AT T%'(Ai;]jl F(x )

Nous voulons la racine la plus proche de zéro aussi nous prendrons comme vec-

[e]
teur de départ A =(o)

6
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ayant cette valeur de » il suffit de la reporter dans les équations qui don-
nent A - A, et B - B, puis de calculer leurs normes euclidiennes.



CHAPITRE IV

PROCEDURE ALGOL

PROCEDURE ERPOSYSQUA(CA,CB,X,U,T,IMPOSSIBLE) ;
Reel tableau CA,CB,X ; entier U,T 3 ETIQUETTE IMPOSSIBLE ;
COMMENTAIRE cette procédure calcule 1'erreur & postériori dans la mé-
| thode des moindres carrés. CA est la matrice du premier membre, CB celle

du second. CA est de dimension UxT et CB de 1#U X est la solution numé-

rique du systéme quadratique ;

| Debut reel tableau GA[1:T,1:T], GB[1:T], A[1:T],
c[1:1], B[1:T,1:T], DELTA[1:T], LANDA[1:T],
| MA[1:T], MB[1:U] ; Reel D1,D2,DENOM,PSLX,
NORMX ,NORML ; Entier COMPT,K 3
Procedure GRESOLSYSLINE(A,B,X,N,IMPOSSIBLE) ;
reel tableau A,B,X ; Entier N ; &tiquette impossible ;
debut triangularisation :
debut entier i,j,k 5 reel R ;
pour k := 1 pas 1 jusqua N-1 faire
aebut normal :
debut si ABS(A[K,K]) = o alors allera
Echange de lignes ;
pour i := k+1 pas 1 jusqua n faire
debut R := A[i,k]/A[k,k] 3
pour j := k+1 pas 1 jusqua N faire
Ali,3] := A[i,3] - R#A[K,G) 5
B[1] := B[i] - ReB[K]
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Allera Retour ;
Echange de lignes :
debut entier L,M ;
M = k+l
pour L := M tant que A[L,k] = o A
L infeg N faire M := M+1
Si M = N+1 alors allera IMPOSSIBLE ;
pour j := k pas 1 jusqua N faire
debut R := Alk,J] 5 Alk,3] := A[M,3]
AM,i] =R ;
fin 3
R := B[k] 5 B[k] := B[M] ; B[M] := R ;
Allera NORMAL
fin 3

Retour
fin
fin triangularisation ;
RESSYSTRI :
debut entier i,j ; Reel TX ;
pour i := N pas -1 juqua 1 faire
debut TX := 0 ;
pour j := N pas -1 jusqua i+l faire
TX := TX-X[F]#*A[i,3]
Si A[i,i] = o alors allera impossible ;
X[i] := (B[iJ+TX)/A[i,1]
fin

fin Ressystri
Gresolsysline ;

Q:=o0;

pour i := 1 pas 1 jusqua U faire
Q := Q + CB[i]*CB[i] ;

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire
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debut GB[i] := 0 ;

pour k := 1 pas 1 jUqua U faire

GB[i] := GB[i] + CATk,T]#CB[k] ;

pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
debut GA[i,j] := o0 ;
pour k := 1 pas 1 juqua U faire
GA[i,3] := GA[i,j] + CATk,T]#CA[k,J]
fin

fin s

NORMX := o § H:=o0;

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

debut H := H + GBLi]#X[i] 3

C[G] := - 4+GB[i] 5

Ali] =03

pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
debut C[i] := C[i1 + 4+GAT1,3]1#X[J] s
GQI,3] == X[il#X[3]
B[i,j] := - GBLil#X[]]
fin

fin 3

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

debut GQ[i,7] := GQ[i,1] - (T+NORMX) ;
pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
debut A[i] := Ali] + GQ[i,3]*GB[J]

pour k := 1 pas 1 jusqua T faire
B[1,i] := B[i,J] + GA[i,k]*6Q[k,J]
fin; |

Al = ATE] - Q+X[3]

B[G,i] <= B[i,1] + H-Q

fin ;

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

n

1 pas 1 jusqua T faire
2+B[1,4]

pour j :
Bl3,3] :
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pour i := 1 pas 1 jUqua T faire

LANDA[{] := o 3 COMPT := o ;
ITER : H:=P :=Q := 0 3
pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

debut GB[i] := C[i] ;
GB[i] := GB[i] + H#LANDA[i]

fin s
pour i := 1 pas 1 jusqua T faire
pour j := 1 pas 1 jusqua T faire

debut GA[i,j] := LANDA[il#A[J] ;
GA[H,3] := GA[i,3] + B[i.3]
GB[i] := GB[i] + B[i,JI+LANDAT;)
fin ;

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire
GB[i] := - GB[i] 3
GRESOLSYSLINE(GA,GB,DELTA,T,FICHU) ;
pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

debut P := P + ABS(DELTA[{]) ;

Q := Q + ABS(LANDA[1])

fin 3
Si COMPT = o alors allera Suite ;
Si P/Q infeg 1073 alors COMPT := COMPT+1 ;
SUITE :
pour i := 1 pas 1 jusqua T faire
LANDA[i] := LANDA[i] + DELTA[T| ;

Si COMPT = o alors COMPT :=1 3

Si COMPT = 5 alors allera CEFINI sinon
allera ITER 3

CEFINI :

PSLX := 0 ; NORML := o ;

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire
debut PSLX := PSLX + LANDA[T]#X[i] ;
NORML := NORML + LANDA[{]#LANDA[T]
fin
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DENOM := 16#(1+PSLX) - 4*NORML (1+NORMX)
+ 4#PSLX*PSLX ;
pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
debut GA[T,J] := NORML#X[i]#X[j] + (T+NORMX)
#LANDA [i]#LANDA[] - (2+PSLX)*LANDA 1]
#X[3] + LANDA[I]#X[i1) s
GA[1,j] := GA[i,j]/DENOM
fin 3

pour i := 1 pas 1 jusqua T faire

GA[i,1] := GA[i,i] + (4*(1+PSLX) - NORML#
(T+NORMX) + PSLX#PSLX)/DENOM ;

D1 := D2 := 0 3

pour i := 1 pas 1 jusqua U faire

debut pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
MATS] := 4xCA[i,j] + 2%CB[i|+«LANDA[J] ;
pour j := 1 pas 1 jusqua T faire

debut 68(3] := o 3

pour k := 1 pas 1 jusqua T faire

GB3] := GB[J] + MA[K]*GA[k,i]

fin 3

pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
debut MA[F] := B[] ;
D1 := D1 + (MAT3] - CA[i,3])*(MA[F]-CA[i.4])
fin 3
MB[3] := o0 ;
pour j := 1 pas 1 jusqua T faire
MB[H] := MB[i] + (MA[J]+LANDA[3])/2 3
D2 := D2 + MB[i]+MB[i]
fin 3
SAUTLIGNE ;
ECRIRE("DISTANCE_ DES, DE","UX, JPRPBLEMES") ;3
SAUTLIGNE ;
ECRIRE("N@RME_ DE, ,A-AO,,=", RAC2(D1),,
"N@RME, ,DE_B-BOLs=", RAC2(D2)) ;
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SAUTLIGNE

FICHU : ECRIRE("SYSTEME, ,JIMPOSSI","BLE") ;
SAUTLIGNE ; Allera IMPOSSIBLE

FIN ERPOSYSQUA ;
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IV - EXBMPLES NUMERIQUES

Soit le systéme mal conditionné :

3,05 4 | 7 6,50 ] T 49 )
3,07 4,08 0,92 7,30 6,10 48,98
3,0| 4,01 | 7,80 6,20 49,46
3 4,03 1,05 7,25 6,35 49,47
A, = | 3,05 4,08 1,02 7,50 6,24 B, = 49,16
3,07 4,02 1,01 7,12 6,1l 48,68
3,09 3,92 0,95 7,23 6,83 50,53
3,12 3,84 1,05 7,14 6,37 48,90
3,03 4,06 0,92 7,26 6,04 48,60
_9,25 | 28,50 74,35 18,50 313,25 | LI165,I

//2 2,146
4 3,772
X = X = 0,814
| lGresolsysline 1,033
3 3,058
On obtient :
1A% A |17 = 0,96848 10710
t -
8" - 801[2 = 0,15088 o~

nous voyons donc qu'une infime variation des coefficients de A, et B (de 1'ordre

de 10_6) peut donner des variations de 1'ordre du dixiéme pour la solution.

Le méme calcul fait avec les coefficients multipliés par 10 puis par
100 donne : /



A-1V -8 -

( 2,140 2,144
3,776 3,772
X o= 0,811 X100 = < 0,806
Xlo = Y “joo T
1,034 |,034
3,058 3,060
\
X1 X10 X100
| [A%- al1? = | 0,96848.107"" 0,674624,107° | 0,62370 107°
- b 7= | 0,15088 10710 | 0, 148425 107° | 0,97964 107°

nous voyons que 1'erreur a postériori dépend un peu de la fagon dont nous ren-
trons les nombres puisque 1'erreur suivant le cas n'est pas multipliée par

100 ou IQOOO mais reste inférieure & cette estimation. Cela prouve que, d'aprés
la premiére remarque, en entrant un nombre en mémoire, nous commefons une erreur
d'arrondi qui peut provoquer une erreur sur le résultat assez grave. L'étude

du troisiéme cas ol le nombre s'écrit en binaire de fagon simple et ol il n'y a
donc pas d'erreur d'arrondi nous montre bien que c'est la méthode qdi est defi-
ciente, h

Et voici un exemple mieux conditionné :

B 12 24 110] 712]
3 2 160 246
7 | 31 200 844
12 7 50 520 1614
E 9 110 1040 B, = | 3366
34 Il 500 2700 12878
36 s 23 512 194
41 8 4 43 385

50 30 ! 28 | 448]
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2 2,000001 |
10 9,9999897
X = |20 X = |19,999989
| | 1,0000019
X -
1A% A_||? = 0,5436398 107
B -
18- 8_||2 = 0,3213597 1077

On voit que 1'erreur sur x et la distance au probiéme vérifié le plus

voisin sont du méme ordre (107°).
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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Considérons une équation de Ta forme

n o _n- - o P -
X +al X - ag X 2 toota Xt ai = o. Nous avons trouvé, par hypothése,
Y

. P ~ Y N
p solutions numériques de ce polyndme : X s Xoseens Xp' Nous allons chercher

s'il1 existe des jeux de coefficients 5 8yseens 8 qui soient tels que

N N N . . . . . . 1
X5 Xpyeee X €N soient des solutions exactes, et si, parmi ces jeux, il s'en

trouve un qui soit plus "proche" au sens de la norme euclidienne dans R" du
jeu (a?,...,a:). Nous utiliserons comme en A les multiplicateurs de Lagrange.

Nous avons ici "p" contraintes pour les 3.

n .
. -1 Nn
A savoir que I a, X, *+Xx =opourks=1,...p.
i=|
Suivant un plan similaire de celui suivi dans A nous &tudierons
d'abord le cas particulier du polynéme du second degré dont on connait une puis

deux solutions numériques.



CHAPITRE 1II

ETUDE D'UN CAS PARTICULIER

er
17" Cas.

. o Y ) - . -

Nous connaissons une racine x d'une équation du second degré.

Nous allons donc chercher Tle doublet (b*,cx) deTR2 sur la droite

~ . N V] Y] . =~ o e
d'équation i+ &= o0 qui se trouve a la distance minimale de (bo,co).

On appelle ¢, la valeur du polyndme pour x:=Qi. Appliquons Ta métho-
de de Lagrange. On aura donc & dériver (6-b)% + (c=c2)? + AOZebXec) ce qui

nous donne :

26*-b%) + AX = o

2(cx—co) + A =0

d'oil T'on tire les valeurs de b~ et ¢ en fonction de A :
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Reportons ces valeurs dans la contrainte :

o Y - -
X 02)( X CO 2—0
220 Sec ) = AC1+%%)
(o] (@]
2 ¢ = A(1+%%)
d'ol :
Z €
A==
| +x
P 2
On en déduit d
d2 = (b*-b )2 + (cx—c )2
(@]
—ﬁQZ RS (1+%2)
T4 4 T 4
2 2
£ (|+§2) -
2.2 N2
(1+x7) |+

2% Ccas.

. . v v

Nous connaissons les deux racines x et y.
Nous avons & dériver cette fois :

(b-bo)2 + (c—co)2 + A(§2+b§+c) + u($2+by+c).

Nous obtenons :
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26" = 2b_ = X -y

Zc* = ZCO -2 -y
d'autre part : YKo
a2 X x
y +by+c =0

Si on reporte les valeurs de b* et ¢* dans les deux contraintes on
obtient :

i
N

A+X2) + w1y = 2 ¢

i
N

A+ uli+y2) e

d'ol 1'on tire les valeurs de ) et u :

(15 )e =13y e,

A = 20
(1+92) 1432y = (14302

(1450 )e,=(1+5y)e
uo=2 l

(1+92) (1432 )= (14392




CHAPITRE III

ETUDE DU CAS GENERAL

Nous avons un polyndme :

n - - (0] ‘. P
X+ a? Sk ag SR a ) X ¥ ag = o et p solutions numéri-
- AV VY v e o o
ques de ce polyndme : X\ s Xo Xgyeon Xp (psn). En utilisant, comme au chapi-

tre II, 1a méthode des multiplicateurs de Lagrange, nous aurons a dériver

p .
2(a?—a?) + T A, NT <o
j=1 J J
P .
d'od X =% -1 5o X
[ | 2 . ]
J=1
ou encore avec .
*
aI R |
b3 ny ’)\(} "]
N
2, X| Xy eeennes X5
AY = B= | ¥X . ... 3%
I 72 p
a .
un o ovh un
X| Xy wwaenen Xp
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a° A
l |
(o]
3y A
A = : A= .
o] . . .
: A
; p
(o]
a
n

Notre résultat se présente sous la forme matricielle suivante :

* |
A = AO > Be
il nous faut maintenant calculer les Aj.
n x un-i ovn
Nous savons que : I a; X, v X =0
i=1
ot . g o yn=i n
que : ! a; X, X, = €

et par soustraction de ces deux égalités

n \
¥ 0, wn-i
i5| (ai ai) xk = €
Oor nous avons vu que :
p -
a;f(-a=--l—-2:>\.><r.H
i i 2 - Jd J
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on en déduit :

Nous avons affaire & des sommes finies, on peut dont inverser les
signes sommes et écrire :

P n n-1i
) (X% ) A, =2¢€ k=1, 2, p
. . k J k
J=1 L=l
ou encore matriciellement
BT (A"-A) = - ¢
(o]
* o4
Or A - Ao = > Ba
T
donc B'Bx = 2¢

ot A = Z(BTB)_le'

Nous avons obtenu un systé@me linéaire de p équations a& p inconnues
que nous traiterons soit par la méthode de Gauss soit par une autre et on a :

¢’ = || BB'™® Y ||?
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PROCEDURE ERPOPOL(AO,X,N,P,IMPOSSIBLE) 3

REEL TABLEAU A0,X ; ENTIER N,P ; ETIQUETTE IMPOSSIBLE ;

COMMENTAIRE cette procédUre calcule 1'erreur a postériori commise dans Te cas
ot nous avons trouvé P solutions numériques réunies dans le tableau X du poly-
néme du N'€MC degré dont les coefficients sont rangés dans le tableau AO de
telle facon que la somme de 1'indice et de la puissance soit toujours égale

a N ;

DEBUT ENTIER I,J,K ; REEL TABLEAU GX[1:N,1:P|, GA[1:P,1:P],
EPS[1:P], LANDA[1:P] ;
REEL D, DELTA ; ¢oyo40
PROCEDURE GRESOLSYSLINE(A,B,X,N,IMPOSSIBLE) ;
REEL TABLEAU A,B,X ; ENTIER N ; ETIQUETTE IMPOSSIBLE ;  Cob -
DEBUT TRIANGULARISATION : "
DEBUT ENTIER I,J,K ;3 REEL R ;
POUR K := 1 PAS 1 JUSQUA N-1 FAIRE
DEBUT NORMAL :
DEBUT SI ABS(A[K,K]) = O ALORS ALLERA ECHANGE
DE LIGNES 3
POUR I := K+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

DEBUT R := A[I,K]/ATK.K]

POUR J := K1 PAS L JUSQUA N FAIRE
A[1,d] := A[I,J] - ReA(KLT)
B[1] := B[I] - R:B[K]
FIN
FIN 3

ALLERA RETOUR ;

ECHANGE DE LIGNES :

DEBUT ENTIER L,M ; M := Kel 5
POUR L := M TANTQUE A[L,K] = O ET L INFEG N
FAIRE M := M+l 3
SI M = N+1 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE ;
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POUR J := K PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT R := A[K,d] ; AK,JJ := A[NJ]
AM,J] :=R
FIN 3
R := B[K] 5 B[K
ALLERA NORMAL
FIN ; RETOUR :
FIN
FIN TRIANGULARISATION ;
RESSYSTRI :
DEBUT ENTIER I,J ; REEL TX ;
POUR I := N PAS -1 JUSQUA 1 FAIRE
DEBUT TX := 0
POUR J := N PAS -1 JUSQUA I+1 FAIRE
TX := TX-X[J]*A[I.J] ;
SI A[1,I] = 0 ALORS ALLERA IMPOSSIBLE ;
X[1] := (B[I]+TX)/A[L,1]

BM 5 B[M := R

FIN

FIN RESSYSTRI ;
FIN GRESOLSYSLINE ;
POUR T := 1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
GX[1,I] := 1.0 3
POUR T := 2 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
GX[I,J] := GX[I-1,d]xX[J] ;
POUR I := 1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
DEBUT EPS[I] := 2-GX[N,I]xX[I] ;

POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
EPS[I] := EPS[I] + 2 AO[J|xGX[N+1-J,I]
FIN 3
POUR T := 1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE

il

1 PAS T JUSQUA P FAIRE
1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE

POUR J :
POUR K :

1]
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CGA[I,J] := GA[I,J] + GXK,IJxGX[K,J] 3
Vet oRESOLSYSLINE (GA,EPS,LANDA P, IMPOSSIBLE) 3

POUR I := 0 PAS 1 JUSQUA N-1 FAIRE

DEBUT DELTA := 0 ;
POUR J := 1 PAS 1 JUSQUA P FAIRE
DELTA := DELTA + GX[N-I,J]xLANDA[J] ;
D := D+ 0,25 DELTA DELTA

FIN

SAUTLIGNE ; ECRIRE (D) ;

FIN ERPOPOL ;
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Exemples numériques.

Nous avons appliqué les résultats précédents a 1'équation :

x4 - 3,58 ><j + 4,8059 xz - 2,867222 x + 0,6414408

dont les solutions exactes sont : 0,88 ; 0,89 ; 0,90 ; 0,9i.

o= 3 QI = 0,8775 ; %, = 0,902 ; 23 = 0,89
a2 = 0,515038 1077
b= 2 Ql = 0,8775 ; ;z = 0,9012
a? < 0,460637 107 '°
p o= i %i = 0,88
¢’ = 0,39201 10”16
b= | X, = 0,89989
2 16

d” = 0,1158634 10

nous voyons qu'une variation de 1'ordre de 1078 des coefficients entraine une

> sur les solutions. Cette équation est trés mal conditionnée

variation de 10
car les racines sont trés proches. Les derniers chiffres montrent que le seul

fait d'introduire un nombre en machine donne, par suite des troncatures dans la
transformation de décimal en binaire, une erreur en 1078 qui pourra influer sur

les racines de fagon sensible.
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Equation mieux conditionnée.

x3 - 106 x2 + 605 x - 500

les racines sont : I, 100, 5 ;

¢% = 0,821305 10"

p = I ?l - 100, 000002

a2 - 0,5950271 107'°

nous voyons qu'il faut une variation de 1'ordre de 10 pour faire varier les ra-
cines de 0,5.
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CHAPITRE I

INTRODUCT ION

L'analyse & postériori des erreurs dans le cas des valeurs propres
n'est pas possible par la méthode que nous avions employée jusqu'a maintenant.
En effet la contrainte : la valeur propre numériqUe X trouvée doit &tre solu-
tion exacte du polyndme caractéristique d'une certaine matrice A, n'est pas du
tout aisément manipulable. Nous allons donc utiliser un biais. Au lieu de con-
sidérer que nous avons seulement une valeur propre X, nous admettrons par hy-
pothése que nous connaissons aussi un vecteur propre X,

Ce qui nous permettra de résoudre, au passage, le probléme de
1'erreur a postériori dans ce cas. En effet, Ta contrainte dans ce cas se ré-

oy o~ AL Vv o o . _ e o Y] -
duit & Ax = Ax qui est Tinéaire. Nous remarquons aussi que x apparait dans les
deux membres, nous pourrons donc considérer dorénavant uniquement les vecteurs
Y o4 =
x de norme unité.

Ayant résolu ce probléme, nous reviendrons au probléme initial. Pour
. « o o o n ° 4 =
cela nous essaierons de minimiser, en faisant varier x sur la boule unité, la
- P . - Y . -
norme de 1'erreur & postériori dépendante de x que nous avait donnée la solu-

tion du probléme précédent.
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CHAPITRE II

ERREUR A POSTERIORI QUAND ON CONNAIT UNE VALEUR PROPRE NUMERIQUE % ET LE
VECTEUR PROPRE NUMERIQUE % CORRESPONDANT

Ce cas est redevable de la méthode qui nous est maintenant habituelle.

Posons le probléme : nous avons une matrice carrée A Nous cherchons
une valeur propre et le vecteur propre correspondant par une méthode numérique
. . o N A%
quelconque (Givens, Jacobi, Rutishauser). Nous trouvons X et x. Nous allons

chercher s'il existe des matrices A qui admettent X et X comme valeur et vec-
teur propre exacts, et nous verrons si, parmi ces matrices A, il y en azune

qui soit plus "proche", toujours au sens de la norme euclidienne sur R , de
Aon Pour cela nous utiliserons encore la méthode de Lagrange. Nous dériverons

donc :

Hy
!

DS (ai.—a?ﬂ)2 + uT(AQ-xg)v on a u = 22

P J J .
Hn

On obtient :
Z(ax -a?u + X = e}
NN N

ce qui s'écrit matriciellement :

2<A“—Ao) L X oo
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i1 nous faut maintenant calculer la valeur de p. Nous disposons pour cela de

la contrainte :

d'ol encore :

et 1A% = A% = []a-an &7
O

c'est le résultat cherché.

Remargue.

La matrice, admettant X et x comme valeur et vecteur propre, qui
était Ta plus proche de A est donc A - Ay - n%T or elle se déduit trés fa-

cilement de 1'équation matricielle AO§ - ¥ = n puisque |]X|] = 1.
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CHAPITRE III

ERREUR A POSTERIORI DANS LE CALCUL DES VALEURS PROPRES A

Nous allons utiliser dans ce chapitre les résultats du chapitre II.

Nous avons vu que 1'erreur dans le cas ol nous connaissions un vec-
P 4§ N, e, =
teur propre numérique x en plus de Ta valeur propre X\ était égale &

||(AO-%I) §§T1| d'autre part X est de norme I.

Pour résoudre le probléme posé dans ce chapitre nous allons essayer
d'a1imi N .. n T
éliminer x pour cela nous chercherons le minimum de ||(AO—AI) xx || lorsque

Y - PRI . «q o
x se déplace sur la boule unité. Pour ce faire, nous utiliserons encore une
fois Tes multiplicateurs de Lagrange. Calculons d'abord la valeur des éléments

de (AO—AI) %! sachant que nous appelons dorénavant B la quantité Ay = AL

On a donc :
n
Bx = {Z b.. X
N
J =1 n
B! = |z b, % %
N k
_ = | n
k = | n
n n n
et BT1% = 2 = (2 b, % X)2=F
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Si nous dérivons ce carré de norme par rapport a x, on obtient :

et matriciellement :

2 (I x| |% ByBX XKXTBTBXj}

nous utilisons Ta méthode des multiplicateurs de Lagrange. Nous avons ici

2
une seule contrainte ||><[|2 = |. Nous devons ajouter & gz [7-1) au résul-
)

tat précédent. Nous obtiendrons, en &crivant toutes les dérivées partielles
(2=1,2,...n) les unes sous les autres, un systéme qui, matriciellement,
s'exprimera par :

= XTXBTBX + XXTBTBX = uX

2

21

BXXTBT est un scalaire, on a donc

- @ XI12 8% + cf]ox] 12wt

ou encore .
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et

pour avoir une solution non nulle de ce probléme il faut que
det [?TB—k{]=Q donc que k soit valeur propre. BTB est symétrique, donc,

d'aprés le théoréme de SCHUR , i1 y a n-valeurs propres réelles. D'autre part,
X est un des vecteurs propres. Comme u ne sert & rien d'autre qu'a assurer

Ta normalisation de X les vecteurs X cherchés seront donc les n vecteurs pro-
pres normalisés de B'B.

Or :
||B%§%?||2 = trace (%i%TBTByi%?)
Comme
BTB'>\<'i Y %I
donc
118X XT[|? = trace (xixixTx.xI)
7] N
- |
T
= trace (xixixi)
n n n N
comme b z (xix,)2 = I x? by x% = |
j=1 1= J i=1 ' og=r Y
) .
j 2
ona ||BY, X[ [12=2x I xi=2
| J | le J |

la solution qui nous intéresse est donc celle qui correspond a A, minimum,
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CHAPITRE-IV

PROCEDURE ~ ALGOL

Procédure ERPOSVALPRO (AoR, LANDAR,N,ERREUR)
réel tableau AoR ; Réel LANDAR, ERREUR ; Entier N ;

Commentaire Cette procédure calcule 1l'erreur a postériori dans le calcul des valeurs

propres d'une matrice N x N appelée Aor. La valeur propre approchee s'appelle LANDAR ;

A R N Sl p

début entier i, j, k 3 réel tableau MUDEU[i : N] SR B

1 %
/

VRML : N, 1:N] , vr (e s

rdel EPS ; g0 089 oo v,

Erocedure JACOBI (N, AR, LAMBDA, VR, EPSILON) ;

entier N ; réel EPSILON ; réel tableau AR, LAMBDA, VR ; (Epe J

début entier i, j, p, q, k ; réel X, Y, WwR, E, F, D1, D2, D MUR, R, CR, G, H,

UR, ZR, S, T ;
procédure TRANSFO (R, TR, UR, WR, ZR)
réel R, TR, UR, WR, ZR ;
début ZR := R %* UR + TR % WR 3

si ABS(ZR) < 107" alors ZR := 0 ;
fin

pour i := 1 pas 1
pour j := 1 pas 1 jusqua N faire

VR[I,j] = si i
itération : pour p := 1 pas 1 jusgua N-1 faire

jusqua N faire

J alors 1 sinon O ;

pour Q := P+l pas 1 jusqua N faire

si ABS (AR[P,Q]) # O alors

début X := AR[P,P| ; Y := AR[Q,Q] ; WR := AR[P,Q] ;
E := X-Y ; F = RAC3(E42 + 4 % WRt 2)
Dl := E+F ; D2 := E-F ;
D := si ABS (D1) - ABS (D2) alors D1 sinon D2 ;
MUR := 2 % WR/D ;
R := 1/RAC2 (1+MUR 4 2) ;
CR :=R % MUR ; G := 2 % (CR % AR[P,Q])% R ;
H:=X%R *+*2+Y%CR+* 23

T :=Y%xR+2+X%xCR*+2;

AR[P,P] := G + H ; AR|Q,Q| := T-G ;

AR[P,Q] :=0;

si P 2 2 alors pour K := 1 pas 1 jusqua P-1 faire
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début UR := AR[P,K] 3 WR := AR[K,Q] ;
TRANSFO (R,-CR, UR, WR, ZR) ;
AR[K,P] := ZR ;
TRANSFO (R, CR, WR, UR, ZR) ;
AR[K,q] := ZR

fin ;
siQ>P + 2 alors pour K := P+l pas 1 jusqua Q-1 faire

dgbut VR := AR[P,K] 3 WR = AR[K,Q] 3
TRANSFO (R, -CR, WR, UR, ZR) ;
AR[K,Q] := ZR ;

TRANSFO (R, CR, UR, WR, ZR) ;
AR[P,K] := ZR

fin 3

si Q < N-1 alors pour K := QML pas 1 jusqua N faire

début UR := AR[P,K] 5 WR := AR[Q,K] ;
TRANSFO (R, CR, UR, WR, ZR) ;
AR[P,K] := ZR ;

TRANSFO (R, -CR, WR, UR, ZR) }
AR[Q,K] := ZR

fin

pour i := 1 pas 1 jusqua N faire
début UR := VR [I,P] ; WR := VR [1,q] ;
TRANSFO (R, CR, UR, WR, ZR)
VR[I,P| := ZR ; ’
TRANSFO (R, —~CR, WR, UR, ZR) ;
vR[I,Q] := ZR

fin 3

fin itération i

S:=T:=O;‘

Pour i := 1 pas 1 jusqua N-1 faire

début pour j := i+l pas 1 jusqua N faire
S := S + ABS (AR[I,j]) ; T := T + ABS (AR[L,I]) ;3

fin 3
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si T = O alors allera FINI ;
si S/T > EPSILON alors allera ITERATION ;

FINI : pour J :=1 pas 1 jusqua N faire
LAMBDA[J] := AR [J,J]

fin JACOBL ; o
pour i := 1 pas 1 jusqua N faire
AoR[I,I] := AoR|I,I] - LANDAR ;
pour i := 1 pas 1 jusqua N faire

pour j := 1 pas 1 jusqua N faire

debut VR [1,§] =03 0 T o op VI
pour K := 1 pas 1 jusqua N faire
VR[1,3] := VR[i,j]+ AoR[I,K] % AoR[J,K] ;

fin

EPS := 100 s L o

Ly OTD VA oy

JACOBI (N, VR, MUDEU, AOR, EPS) ;

ERREUR := MUDEU[1] ;

pour i := 2 pas 1 jusqua N faire

si MUDEU[I] < ERREUR alors ERREUR := MUDEU[I] ;

fin ERPOSVALPRO ;
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Exemple s numériques

Soient la matrice

9 -2 1
1 8 -3 -2
2 -3 7 -1
1 -2 -1 6

-~

Cette matrice 3 comme valeur propre exacte 6.
Si on prend comme valeur propre approchée A = 6,0004 on trouve comme carré de 1'erreur
a® = 0,10425 1077 si A vaut 6,75 alors % = 0,56249

Gonsidérons maintenant la matrice

[ 33 -3 0 -4 0 8 ) ~4
3 33 4 o -8 0 4 0
0 29 -12 -2 -8 -2
4 0 1 29 -2 =12 -2 -8
0 -8 =12 -2 25 1 -4 -2
8 -2 -12 1 25 -2 ~4
0 -8 -2 -4 -2 21 1
4 0 -2 -8 -2 -4 1 21

qui admet 6 et 48 comme valeur propre exacte

6,08 donne d> = 0,63906 10 >

>
L]

2

48.005 donne d> = 0,23329 10 *

>
]

et

Le programme est rapide : 22 milliémes d'hehres pour 6 calculs d'erreurs apparte-

antnd des matrices 8 x 8.
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PARTIE - C

On trouvera des procédés d'analyse directe d'erreur dans le calcul des valeurs propres
dans les livres de :

A.M, TURING - ROUNDING-OFF ERRORS IN MATRIX PROCESSES
Quart. J. MECH. APPL. MATH. pp. 287-308

[?] J.H, WILKINSON - ROUNDING ERRORS IN ALGEBRAIC PROCESSES
Her majesty's stationery office 1963

On trouvera d'ailleurs dans ce dernier livre une étude du probléme de l'estimation &

postériori mais qui n'est résolue que pour une matrice symétrique.
Les méthodes de calcul des vecteurs et valeurs propres sont tirées du livre.

N. GASTINEL -~ ANALYSE NUMERIQUE LINEAIRE
Hermann Editeur,
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

=

Dans cette partie, nous &tudierons 1'erreur & postériori dans un espa-
ce de Hilbert pour les problémes linéaires. Nous nous placerons dans un espace
de Hilbert H séparable sur R. Le produit scalaire en sera noté (,) et Ta norme

correspondante || |].

Soit & (H,H) 1'ensemble des endomorphismes continus de H dans H. On
définira 1a norme de 1'un deux A, par ||A]]| = TuT ||Ax]|.
x| |=1 '
Nous définirons ensuite ce que nous appelerons un double produit
scalaire et, avec la norme correspondante, on définira une "distance entre pro-
blémes".

Nous pourrons ainsi, & 1'aide d'une adaptation de la méthode de
Lagrange, estimer le minimum de la distance entre le probléme résolu et le pro-
bléme effectif.
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CHAPITRE II

RESULTATS PRELIMINAIRES

Soit donc H un espace de Hilbert sépafab]e surtfR Aedb (H,H) et
soient {x }, {y.} (p,q=1,2,....) deux systémes orthonormés complets quelconques

de H. C'est-a-dire tels que :

(Xi’xj) = (yi,yJ.) = GU i,j =1, 2,...

Définissons la quantité :

N (A fx by b= s !(Axp,yq)lz ()

-

Celle-ci va nous servir & caractériser une partie a de & (H,H) qui
sera 1'ensemble des endomorphismes A tels que NZ[A,{xp},{yq}) soit fini.

Nous allons d'abord montrer que U ne dépend pas de {xp} ou de {yq}.

I1 suffit de vérifier que cela est vrai pour un A quelconque e I |(Axp,yq)|
P»q

gtant une série & termes positifs nous n'avons pas & nous préoccuper de 1'ordre
des sommations et nous pouvons donc é&crire :

=] [oo]

2 2y

2 [(Axy 17 = B (2 A,y ) 1)
P»q p=1 g=|

mais [Axp,yq)sont les coefficients de Fourier de A><p sur Ta base {yq}. On a

donc 1'égalité de Bessel-Parseval

® 2 2
r | (Ax_, = ||A
ERICHATERILN]
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et (1) s'écrit donc :

AN

P,q p=|
V. X - ES
or [Axp,yq) (XP:A Yq) _(A yq;xp)
2 = 2
donc g I[Axp,yq)l = I [‘Axyq“
P,q q=|

Comme A* ne dépend que de A et que les deux systémes {Xﬁ} et {yq} sont

indépendants, on voit donc que la quantité N% ne dépend que de A (et aussi que

N(AY = N(A®)).

Montrons que @, est un sous espace vectoriel de & (H,H)

vieR =-on a N(AA) = |r] + N(A) donc 2rAed si Ay appartient
Montrons que si A et Be a alors A + B aussi

En effet, soit {xp} un systéme quelconque orthonormé. On a :

[, + Bxpllz I]Axp||2 +||Bxp||2 " 20 ,Bx)

i}

[ax = Bx |12 = [1ax 1% + |IBx ||? - 2(Ax_,Bx )
p p Y P p p
et en sommant ces deux identités

[ = Bx 117 axg v B |17+ Fime - B 117 = 2 (e P 1ex 1)

ce qui montre bien que (A+B)e O.si A et B y appartiennent.
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« N(A) est trivial.

Montrons maintenant qUe N est une norme N(3A) = | A

Montrons que N(A+B) <« N(A) + N(B)

Pour cela considérons 1'espace 8, A, & (RXRXRx c..o). Un &lément
X = {xl,xz,.e.,} est dit appartenir a &, si x x? existe. C'est d'ailleurs le
carré de la norme habituellement attachée a L
x| |A B g (|]A B
1z Hmeg = mlL T <112 (gl Tl ]
P 2 p=1 9
2 2
<1z Ha I T 11z el ]
p=| Hoy = | H )
2 _ 2
donc N(A+B) < N(A) + N(B)

et N(A) = o entrainant Axp =0 \/xpea systéme orthonormé que]coane, on a donc

A= o0
N est bien une norme.

Remarque.
Si ||x]|] = | on peut prendre x = {xl,o,o,..}
et donc N2(A) » HAx|||2 = ||ax]|?

donc ||A]] ¢ N(A).



D,II,4

™M 8

La norme N dérive du double produit scalaire ((,B}) =

[Ax ,Bx )
D P p

|
(double ne signifie rien en lui-méme, ce n'est qu'une notation) on voit que
((A,A)) - N°(A) montrons que si A et B e a et si {xp} est un systéme ortho-

normé alors {(A,B)) converge absolument et, de plus, ((A,B)) ne dépend pas de

{xp}.
L'inégalité de Schwarz donne immédiatement le résultat :
Ax_,B < A - |8
TR RN NN
or (A | 1-118x [1)? » o
p P
dome  |1ax 112+ [1ex 1% > 2] |mx || - |[Bx ||
p p p P
donc | (Ax_,Bx )| ¢ = (1A% [1%]]Bx |9
P’ P 2 P p

or AetBea, onar:x HAprI2 et z HB><p||2 qui convergent.
P P

D'autre part, soit {yp} un autre systéme orthonormé nous fixons p.

L'évaluation du produit scalaire en fonction des coefficients de
Fourier dans le systéme {yq} donne :

W™ 8

(A ,y )+ (Bx sy )

B =
(A B%) MYl T g

q

On peut donc écrire (les séries &tant convergentes on ne se préoccupera pas de

1'ordre de sommation
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n [Ax ,
. S Y
P»q

)
q

~—

—
I

-
s]

et

L

i

q)°(BXp,9

r (x ,A*y JEXE B¥y )
P,q p g p g

i}

o« .
A"y ,BTy )
I( Yq Yq)

i
o~ 8

q

Cette expression ne dépend pas de {xp}. (voir début de II).

8
(¢,

comutativité aussi) «i. est donc un espace pré-hilbertien.

}) est un produit scalaire. (La linéarité est évidente, 1la

Montrons que ... est complet.
Soit donc {An} une suite de Cauchy d'endomorphisme de :: .

Voeso w—> O, 3$%e1 que m et n > i entraine NCA -A ) < e
or N(A)- » ||A|]| entraine llAn—AmlI <esimetn ik
Soit x € H, ‘
ona [|ax - Ax|] < [la-ATl« [IxI]se -« ix]
donc {An;} est une suite de Cauchy dans H et H étant complet. On montre alors
(cf yoshida page 69) que An; tend vers Tx et ce quel que sqit x. T est un Opé-

rateur lindaire et borné de & (H,H).

Montrons que Te o

- 1 ,l’
N(A ) N(Amo A+ N(Amo) sinetm 3d

alors on a :
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N(A ) g e+ N(A ) =K
n m o :

N(An) < K quel que soit n

Soit donc {xp} une suite orthonormale de H fixons P

2

o™ g

[IAnxp||2 <-N2(An) < K
p=1

nous voyons que la sommation de gauche est bornée par la méme quantité quel que

soit netP

donc z llTpo2 < k2 donc N(T) < + » et par conséquent Te o .
p=1 ,

oL est donc complet et ‘donc hulbertien.
De plus, @ est un idéal bilatére pour 1'algébre o (H,H).

En effet soit {xp} un systéme orthonormé A e o et Be ' (H,H) alors

LI e N 8
™0

2 2
||B - Axpll < sl -

) : 2 2 VA
IIAprI < |Bll7 « NT(A)
2 _

p=1

Or ¥ (H,H) est 1'espace des endomorphismes continus donc bornés, par

conséquent

N(B-A) < + » donc B+A ¢ o d'autre part si Be & (H,H), B" aussi

si A®e o alors B*.a%e a donc (B*+.A™)* aussi et finalement A-B € O..

Nous allons étudier un endomorphisme particulier car les résultats

obtenus nous servirons pour la suite.

Sojent u et v deux &lément fixés e -
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On appelle trans-vection et on note v’ 1'endomorphisme qui d x eH
fait correspondre le vecteur (v,x)u

Montrons d'abord que uvTe c.
En effet, soit encore {xp} un systéme orthonormé
uvT(xp) = (v,xp)-u et par conséquent

T 12 = 1l ) 12 [Tull?

P

donc Nz(uvT) = 3

[luvT(x )||2
P p

2 2
| el 12+ 5 1(vx))]

Tl - [l I?

d'aprés 1'égalité de Bessel-Parseval.

NGw ) = |]ul

vl |

Etudions maintenant le double produit scalaire ((A,uvT))

(AT

"
™ 8

[Axp,uvTxp)

.y

Il
™M 8

(Axp,(v,xp)u)

p=1

l(v,xp)[A*u,xp

)

1
I ™ 8

P

= (v,Axu] = [u,Av)

i

((n,uw))

(u,Av)
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CHAPITRE III

ETUDE THEORIQUE

Soit A_e D (H,H) et b, € H

Considérons 1'équation A = b

. NP S . T LY ) -
Nous supposens avoir trouvé une solution numérique x de ce probléme.

Suivant la démarche habituelle, nous.sommes conduit & considérer des

couples (A,b) .
Ae B (HH et be H tels que AX = b

* Nous appelerons par définition :

=

distance d'un probléme (Ao,bo) d un autre (A,b) la quantité :

3(A,b) = N°(A-A ) + |[b - b_||?
' (o] o]

Pour que cette mesure ait un sens nous nous restreindrons par convention

-

a étudier 1'erreur d postériori uniquement poUr les A tels que A - A, & k.

Suivant 1'habitude, nous conviendrons que X est "compatible" si
o(A,b) ¢ n

n 8tant un seuil fixé d'avance.

Nous cherchons donc le minimum de ¢(A,b) avec la contrainte suivante :
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Nous utiliserons encore les multiplicateurs de Lagrange mais sous une
forme adaptée.

Pour trouver le minimum de ¢(A,b) sachant que AX = b nous étudierons :
= N2 (a-p ) - 2 ¥

o(n,0) = N“(a-A_) + [b = b |7 + 2(z,A%-D)

z € H étant une espéce de multiplicateur de Lagrange.

Faisons varier A et b de A et &b

¢ (A+8A,b+8b) = ((A-A +8A,A-A +8A))
o . o}

+

(b=b_+8b,b=b_+8b) + 2(z, AX-b+8Ax-8b)

2

i

NZ(A-A ) + NZ(8m) + 2((8A,A-A ) + |[b-b ||
: (e} (3] O
v 180117 + 2(8b,b-b_) + 2(z,A%-b) + 2(z,6K%-6b)

5(A,b) + N2(8A) + |[8b]|% + 2(z,6A%) = 2(8b,b=b_-2)

Or nous avons vu que (z,8AX) = [(6A,z§T>)
donc $(A+8A,b+8b) = $(A,b) + N2(8A) + ||sp]]?
+ 2((8A,A-A +2X 1))
O
+ 2(8b,b=b _-z)
O

nous savons que nous aurons un extrémum de ¢ lorsque la variation de ¢ en fonc-
tion de *8A et #6b sera minimum. Dans notre cas cela revient & annuler

((on, A=A _+zX))

et (8b,b-b -z)
(]
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Nous ne disposons qUe de A,b et z

-~

Nous aurons donc les trois équations a trois inconnues

A-A + ZQT =0 (1)
(]
< b - bO -7z =0 (2)
AX - b = 0 (3)
\

Résolvons par rapport a z

Reportons dans (3)

(A —ZQT)X -b -2z=o0
fe) o

N
posons A X - b=mn alors z-= |

[————— T}
| 1%]

: 2
On en déduit o(A™,b") = nl 17
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CHAPITRE IV

APPLICATIONS AUX METHODES DE GALERKIN

Soit une forme linéaire a(u,v) qui applique H x H sur R telle que :
o] v - Ll = 1Ml v so ®
2
atu,u) = 6 ||ull §>o @)

Soit d'autre part L(v) une forme linéaire qui applique H surmR. L est
continue.

Nous voulons résoudre le probléme : trouver u tel que a(u,v) = L(v)
quel que soit ve H.

Remarquons d'abore que les hypothéses D et @ associées au lemme
de LAX-MILGRAM (Yoshida page 92) nous indiquent qu'il existe un isomorphisme
de H sur Tui-méme. (Endomorphisme bi-univoque et bi-continu) tel que :
alu,v) = (Su,v) Vu,veH
De méme, la continuité de L entraine 1'existence de ¢ e H tel que :
L(v) = (¢ ,v) Vv 1é probléme admet donc la forme variationnelle trouver u tel’
que (Su,v) = (P,v) ou encore Su = @.

Appliquons -les résultats trouvés dans III & 1'équation Su= @,

. . 0 .
Nous avons la solution numérique u. Elle est solution exacte de
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x |

| aY av:
S =S+ (S,u-@) -
[ Tull

Y
(S u=- @)
* (e} QO
('PW:»(PO'* vy 2
1+ [l |
2
s t-¢ |
* * 0 O
et ¢(S°, ¢ = —
' I+l

si on appelle n la quantité Soﬁ - P

alors

Supposons que pour résoudre le probléme nous ayons utilisé la méthode
de Galerkine. Pour cela, on dispose d'un systéme orthonormé {cpl, qJZ,..,}
d'éléments de H.

Nous cherchons une solution de 1a forme

telle que :

i)

a(un,cpi) L((Pi) (i=1,2,....n)

Nous ne connaissons pas n mais nous savons que

i

(n, @) = atu, @) - @, @)

- alu,©) - L(Q )
alun, @, ?
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On voit donc que n = % l}(un, D=L 0]
i=n+|

et par conséquent :

On ne peut, bien slr, avoir seulement qu'une estimation grossiére de
cette erreur car nous ne pouvons calculer une série infinie

ESTIMATION A POSTERIORI DE L'ERREUR
DANS LE CAS DE L'EQUATION DE FREDHOLHM

Soit a résoudre 1'équation de Fredholm dc seconde espéce : trouver
ue H tel que :

Au(p) = u(p) = [ K(p,Q) u(Q) dQQ = ()
Q .

sous les hypothéses classiques :

1° K est tel que [ [ KZ(p,0) 40 da. < + o
Qp % pQ

2° 2 4o existe

Q

3° i1 existe au plus une solution [|u|| < =
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la formulation variationnelle de ce probléme est classique : il s'agit d'égaler
les coefficients de Fourier de Au et de f.
c'est-a-dire qu'il faut que :

(Au,v) = (f,v) quel que soit v e H
on notera aussi (Au,v) par a(u,v)

alu,v) = (Au,v) = | [9 - [ Kp,Q ulp) dQQ ]V(p) de
Q

% 0

Montrons que cet opérateur a est borné (ou continu) c'est-a-dire que

latu,v)| < v « ||ul] = ||v]] Y > o
latu,v)| g | [ ueved | + | [ vip) da_ - [ K(p,Q) u(Q) da,|
\ Q P Q P % Q
P P

or | [ u-v-de[ s ||ul] « ||v]] inégalité de Schwartz.
2
Y

Etudions 1'autre partie :

| [ vy de [ Kop, uw@ de, | s | [ vlde | [ Kude.l]
p . P

st 1l - vip [_f K% (p,Q) dszQ:iz SN
% %

a cause de 1'inégalité de Schwartz

o
- vie (J Gk, 40g)7 o8

Q
P

€ [lul
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d'aprés la méme inégalité.

.

vl - [ [ e,0 sallull - |lv]]
9] Q
p Q

< [l

donc latu,v)| <« C1+a) |]u] |v]]

ce qui montre bien que a est bornée et continue.

Cette démonstration est aussi valable pour 1'équation de Fredholin

de premiére espéce :

trouver u tel que [ K(p,Q) u(Q dQQ = f(p)
Q

Montrons que 1'opérateur A est coercitif c'est-d-dire qUe (Au,u)
[ull2 d'aprés la premiére démonstration

ou atu,u) > & -

alu,u) = [Jull? - [ u( da_ [ K(p,Q) u(Q) 9o
Q P 2 Q
p

2 2
> [ull® - o [[u]]

i1 faut que alu,u) > § ||u||2 §>o0

donc que | - a > §

o < | -8 ;

c'est-a-dire que : [ | Kz(p,Q) aQ_dQ. < | - 8§
Qp QQ p Q

alors le formalisme de IV est applicable.
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Soit une base orthonormée {CPV Py, cpn,....}‘

n

3@, P = (AP, @) - IQ (A ;) @ytp) da

fﬂ [cpj(m - jQ K(p,Q) p; (@) dQQ:'CPi(p) o0,

(p) - P (p) da - (p) 4o [ K(p,®) @.(Q) 4
fQCPJ_P ®;p) da fQ @, (p pr P,0) @;(Q) a9y

avec, comme hypothése : (Aun, (Pi) = (f, @)

pour i =1, 2,..., n.
aJ. = (f, Cpi)

[v°]

alors r= I L(Aun, (Pi) - (f, cpi)J CPi

i=n+|

- 2
(Au_, @) = (£, @, )J

pn ]
™ o+
s

et <1>(S|, C(J‘) =

I+Za%
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CAS DU PROBLEME DE DIRICHLET

Soient aiJ (x) et 3, (x) des fonctions mesurables bornées de @

(ouvert borné de R") et f(x) & L_(R). En prenant les dérivées faibles (dérivees

2
au sens des distributions) Te probléme de Dirichlet s'énonce ainsi :

l
©

trouver u e H (Q) tel que :

) 4 a (x) + U= F(x)
PR . (o]
fyJ=1 [

Ce probléme admet la forme variationnelle suivante :

L | a (x) usv dx = [ fev dx

alu,v) = 2 [ a. . (x)
i Q 1J axi axJ Q Q

J

il faut trouver u de fagon qu'on ait bien 1'égalité queT que soit v e H;(Q)

le produit scalaire dans Hé sera défini par :

v
X,

(u,v) | = [ (uev + 2 3%% . ——:J ax

De p1us nous .avons les hypothé&ses suivantes :

‘ , ,
@ oo gra (lg]T e [g 1)
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Montrons que nous pouvons appliquer la méthode de Galerkine.

Pour cela, montrons d'abord que a(u,u) est coercitive c'est-d-dire que :

atubw) 3 6 ||ull?

) y
alu,u) = f z aiJ [——aiu) (——Bxu *aju
i) i

d'aprés (@ on a :

du 2 2
alu,u) >,f z (———— + u
2)xi o
>/min(o¢,oco) [z [-é-?(-ll’ 2. u2
i

minta,a ) | |ul {2

Montrons maintenant que a(u,v) est bornée ou continue, c'est-a-dire qu'il existe

v tel que :

vl y > o

latu, )| ¢ v« []u]

N\

it

la(u,v)| =) (5%

3 3
| [ = ay | (__u_) (—X) e + a_ usv a9 |
Q [ J Q

u

v| g8

A

9 9
J’Z Iaij &Hl'l'a-;(x‘ o + flaol'
I J

prenons M = Max [aij(X) et ao(x)] quels que soient i,j et x.

v|) daQ

alors latu, | ¢ M (2 |52t
E e

9
3;%| + IUI'




Or )X !

donc duy2

et d'aprés 1'inégalité de Schwartz

2 du,2
€ Mn+1) [IZ(—‘&%) .

¢ Min+1)? | |u]

v

Posons M(n2+|> = v alors

latu,v)| < v [ull-]|u]]
c'est le résultat cherché.

. |
Soit donc une base { P .... ¢ } de H ().

Nous chercherons une solution de 1a forme

ol les 3, sont tels que :

a(un, (Pi) = f f,cpi aQ

cherchons les composantes de n = Su,

- ¢

[aw,v)l ¢ M [(nr1)? [Z(Wi) + U

|
2
2 AN 2
) (2(3;(—) + Vv } dQ

| |

2 2
2 v, 2 2
U:I [f E(E{J:-) + Vii
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Ce sont :

(Sun - @, ¢.) a(un, CPJ.) - (9, (PJ)

alu_, o= L.
n (PJ (PJ

donc : n = i§n+| alu , @) - L((pi)) .

et

0

2
z [a(un, @) - L(cPi):]

i=n+|

¢ =

|+Za$
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CHAPITRE - V

EXEMPLE NUMERIQUE

Soit & résoudre 1'équation de Fredholm de seconde espéce

y
3 2 2 o2 |
u(x)-f' —I-6(><+y)u(y) dy = X (1
-
y y )
, 9 , 2 2 1008
[ ox [ 55 6Oy dy = 155

Nous voyons que cette quantité est plus petite qUe | donc on aura bien
continuité et coercivite.

Nous pouvons donc utiliser la méthode de Galerkine. Nous utiliserons
comme systéme orthonormé 1'ensemble des Eolynémes de Legendre.: p, (i=1,2,....).
Ceux-ci sont bien orthogonaux sur —!,+IJ, ils seront orthonormés si nous les

mﬂ]tip]ions par un facteur convenable. C'est-i-dire pour le polyndme p, par la
quantite \ /2.

. , n
Nous cherchons une solution numérique de la forme u = I a, p;.
. =0

Pour cela nous égalerons les n premiers coefficients de Fourier des 2
membres de (1) oll nous remplacerons u par u -

Cela donne :

+ |

+| - + |
n
i L.Z q; p;(x) - f% [z a, p;(x) (x2+y2) d%} Py (X) dx = [ X p, () dx
| =
=1



poUr k variant de o @ n
nous savons que p(x) p, (x) = o

donc :
+
[ X p 00
-

étudions la derniére intégrale.

Nous savons qu'un polyndme de Legendre

de degré inférieur sur [—l,+l}. On en déduit que

Teront pas sont ceux ol la différence entre i et

‘Tes intégrales (X)) p,(X) X2 dx qui vérifient
Py K q

limiterons & 4).

Py = V2
_\/2 .
Pp = V3 = X
2 3 2 |
P2 V5 G % -7
2 5 3 3
Pz =V 5 G X -5
2 @212
Py 5 (g Z

D,v,2

sii#k
+ |
3
Te f z a, pl(x)
-1
+1
3
=/ Ta p;x
-1
+1
I 3
8 %% 8 [ = g

P ) p ) X dx

est orthogonal & tout polyndme
les seuls termes qui ne s'annu-

k sera ¢ 2. Calculons toutes

cette condition. (Nous nous
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[ p, Py x" = 1,3533

X
1

/ P 2 - o nous remarquons que lorsque i + k est impair

O
X
i

[pipy x* est nul sur le,+|]

[ e, xZ = 0,2385

2 2
[ pgps X =L pypyx =0

2
[ p 0,2666

©
X
il

2
[p,ppx" =0

[ e Z _ 0,0498

X
u

2
fpl p4>< = 0

/ p, P, X~ = 0,0838
2
[ pypgx” =0
2
[ py py x° = 0,2271
2
fp3p4>< =0
2
Nous chercons une solution de la forme I a, p,
i=0

On a donc le systéme :

+ |

2
a, + 1,3333 a_ + 0,2385 a, = [ x py(x) dx

ool
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+

_f ><2 pl(x) dx

1

a

o~

| 0,2666 a,

+1

= xZ p,(x) dx

los] BN

+ 00,2385 a, * 0,0838 a

9 2

+1
f xz po(x) dx
- | :

0,9428

+1
/ x2 p‘(x) dx =
=1

]
e

+ 1.
[ % ) dx = 0,169
-

i

2,2083 a
(o]

+

0,2385 a, = 0,9428

1,1416 a

il
E o

+

0,9588 a, 0,2385 a, 0, 1696

On en déduit a,

i
e

a

0,4190
O B

a, = 3,8792

2
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d'ol u, - 3,8792 V2 B x* -5 + 0,4190 x V2

7 2

uz(x) = 3,0879 x2 - 0,4368

Entamons maintenant le calcul & postériori de 1'erreur.

Calculons a(u,,Ps) - L(P5), 11 vaut :

+ |

oy
VZ. 53,0879 x° - 0,4368 - = [ (x%+y?) (3,0879 x° - 0,4368) dy|.
7 6
- iy

Le terme dans le crochet est de degré pair, 1'intégrale en x portera
donc sur des termes de degré impair elle sera donc nulle.

Passons au terme suivant :

+ | + | '
Nz [3,0879 X - 0,4368 - = [ (x’+y’) (3,0879 x° - 0,4368) »dyJ
- -1

35 x - 30 ><2 + 3
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] 2
KJ._ i 13,0879 x> - 0,4368 —-{% (3,0879 X - 0,4368) [fjJ x dx
-1

+ 4 2
« \f% [ (2,1230 x* - 0,3004) 22X ‘830 X_* 3 4x

+ |

V2 [ (74,3050 O - 169, 1 x* + 15,408 x? - 0,9012) dx

\
2

N

|

x 37,04 = 2,855

~

Nous savons que 1'erreur vaut :

2

[N e

(a(uz,pi) - Lp))

=3

I+Za?
Nous avons calculé ici

2
X (a(UZ’pi) - L(pi))

|+ (3,08)% + (0,43)

0o~

o

2

qui sera une minoration de 1'erreur, et on trouve d'ailleurs pour cette erreur
tronquée la valeur 0,20.:

Ce qui prouve qu'il était inutile de poursuivre les calculs au deld de
la deuxiéme décimale dans le cas ol 1'on s'arréte & n = 2.



PARTIE - D

Pour 1l'étude des espaces de Hilbert, on pourra se référer a :

J. DIEUDONNE - FOUNDATION OF MODERN ANALYSIS
Academic Press 1960

L'utilisation de ces espaces en analyse numérique est traitée dans

P.J. LAURENT - THEORIE DE LYAPPROXIMATION
Cours de 1'Université de Grenoble - 1964

.

On pourra se référer pour des précisions sur les opérateurs 3 :

K. YOSIDA -~ FUNCTIONAL ANALYSIS
Springer Verlag - Berlin 1965

N, DUNPORD & J,T. SCWHARTZ - LINEAR OPERATOR
Inteprsciences Publishers Inc, 1958

On aura de méme tous les renseignements sur la méthode de Galerkine, 1'équation de
Fredholm, le probléme de Dirichlet dans les livres suivants :

$.G., MIKHLIN - INTEGRAL EQUATIdNS
Pergamon Press. New York 1957

J.L. LIONS - METHODES D'APPROXIMATION' NUMERIQUE DES PROBLEMES AUX LIMITES DE

LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE
Laboratoire de Calcul Numérique de 1'Institut Blaise Pascal.

Ce dernier livre donne d'ailleurs beaucoup de renseignements sur les dérivées faibles,
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