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INTRODUCTION

Dans une structure statistique (Q,QL,P) ot P désigne une famille
de lois de probabilité sur 1'espace mesurable (Q,0.), un ensemble A dans @
est dit libre (relativement 2 P) si sa probabilité P(A) est constante lorsque
P parcourt P,

Une statistique X sur cette structure c'est-3-dire une application
mesurable de (f2,7L) dans un espace mesurable (Z,F ) est libre lorsque sa loi
de probabilité R;x"l ne dépend pas de P dans p,

Ce concept de liberté, qui de fagon générale traduit 1'indépendance
par rapport ak taitobrPe, apparait en statistique sous diverses formes
(similar set, p-invariant set, zones similaires, distribution-fr=e statistic, etc,)

La notion d'ensemble libre a été introduite par NEYMAN et PEARSON
en 1933 dans [33], Elle apparailt not#mment de facon naturelle dans la théorie
des tests d'hypotheses 2a partir de la remarque suivante :

la famille P étant indiciée par un paramétre 6 parcourant un en-
semble @, soient Cg et @1 deux parties disjointes de @, Si l'on désire tester

1'hypothese Cgcontre 1'hypotheése ®1 au moyen d'un test déterministe sans
biais, au niveau de significatien & , la région critiqiye A de ce test doit
vérifier

Po(A) < & pour tout g dans @

PG(A) > a pour tout 6 dans @1,
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Si alors, ® est muni d'une topologie rendant continue la fonction

PG(A) et si la frontiére commune E% N @1 est non vide, ces relations impli-

quent que :

Pe(A) = q pour tout O dans CB N @1

-~

1l'existence de tels tests sans biais est donc assujettie 2 celle d'ensembles

libres dans @ relativement & la famille de probabilités {Pe, €8 n e .

On congoit également 1'intérét de la notion, pour 1'élimipnation de

paramétres importmmss dans un problime de statistique

® ]
120-+9) €PcR 7]

et que la décision statistique ne concerne qu'une partie du paramétre,

lorsque @ est une partie de R °, soit P = {Pe, 0 =(o

91,.,.eq (q < s) par exemple, 1l'autre partie eq+1 ,..,es intervient tout de

méme dans les calculs et tient lieu de paramétre importuni._
Dans le probléme de test de 1'hypothése Hpy : 91 = al,,..eq = qq,
la puissance d'un test ¢ , B¢(91,,,.SS) = Ee(¢) dépend de tout le paramdtre,

-~

si 6, °es ne sont pas connus, elle ne peut donc pas servir a en estimer

q+1’ "’
la qualité, Tl est alors nécessaire de chercher un test ¢ dont la fonction

issance ne dépende pas de © ve
puiss B¢(e) P P ey
et si @ est déterministe de niveau de signification q, cela revient & chercher

. .0 sdit
s

GS au moins lorsque Hp est vérifiée ;

un ensemble A dans @ qul soit libre relatiwvement 2 6q+1,.

PG(A).= o lorsque 61 = Qe eq = ay

C'est le cas par exemple du test de 'Stddent,

Le plus souvent ces régions libres sont obtenues au moyen de sta«
tistiques libres puisque pour tout § € I , {X € S} est un ensemble libre
dans @

Dans le probléme du test d'identité des lois régissant deux échantillons
(x ’°’°’Xn) et (yl,...ym) d'une variable aléatoire réelle, la statistique

1
de Kolmogorov-Smirnov,

D = Sup | Fo(x) - F_ (x) |

X
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ol Fn et Fm sont les fonctions de répartition empiriques des échantillons,
ne dépend pas des lois de probabilités qui les régissent, de sorte que
1'ensemble libre {D > 0} définit la région critique d'un test dont on peut

effectivement calculer le niveau de signification,

On remarque l'analogie de cette application avec celle de 1'éli-
mination de paramétres importuns, De facon générale le recours A des décisions
basées sur des statistiques libres est d'autant plus nécessaire que la con-
naissance préalable du phénom&ne aléatoire étudié (c'est~a-dire de ) est
faible,

D'autres exemples d'utilisation se trouvent dans [22], [27], [2].

Les articles consacrés & différents aspects de la notion de liberté
sont nombreux et variés notamment ceux de LEHMANN et SCHEFFE [23], BASU [4],
GHOSH [14], [5]. Citons également les travaux importants de LINNIK et d'autres
mathématiciens soviétiques, en statistique, dans lesquels sont étudiées
entre autres ces questions, et auxquels on se référe souvent ici ; une

bibliographie détaillée se trouve dans [27].

C'est la présentation des propriétés des statistiques libres,

1'étude de leur existence et de leur obtention qui font 1'objet de ce travail,

Le chapitre T est consacré a la présentation du modéle statistique,
Dans un souci d'unité il nous a paru important de bien situer le cadre dans
lequel se fait 1l'étude des problémes de statistique mathématique tels que
celui abordé ici, On dégage lorsque cela est possible ses aspects d'extension
du modéle probabiliste, c'est le cas des espaces [ p associés (les statistiques
réelles remplacant les variables aléatoires réelles), Mais certaines propriétés
lui sont propres, principalement, celles de complétion ou d'invariance, qui

-

sont dues au passage d'une probabilité sur un espace mesurable, 3 une famille



de probabilités, Ces propriétés techniques n'ayant d'ailleurs pas d'inter-
prétation statistique concréte jouent cependant un r8le important dans la

suite et sont donc rappelées,

Dans le chapitre II sont définies les principales propriétés fonda-
mentales des statistiques sur une structure, celle de liberté également
définie ici en est étroitement 1iée dans les développements ultérieurs, Toutes
les définitions sont données sur les og-algébres engendrées par les statistiques

plutdt que sur les statistiques elles-mémes ; outre la commodité de langage
que cette attitude apporte, elle consiste & concentrer l'attention sur la
structure fondamentale (Q, @ ,P) au lieu d'envisager les structures images,
ou d'étudier les propriétés des statistiques en temps que fonctions (c'est
le cas de l'invariance notamment), Enfin, compte tenu des relations d'équi-
valence,les caractéres de maximalité ou minimalité de statiétiques possédant
ces propriétés, s'expriment facilement sur 1'ensemble des sous O~algébres

de @ , et comme pour l'exhaustivité et l'invariance, la notion de liberté

maximale apporte des problémes intéressants,

Urie' étude détaillée de la dualité des notions de liberté et d'exhaus-

tivité, ne semble pas avoir été faite jusqu'ici, c'est 1l'objet du chapitre III.

- Cette dualité est d'abord illustrée par les théorémes classiques d'indé-

pendance que l'on rappelle,

- On appelle décomposition d'une structure statistique (£1,@ ,P), la donnée
d'un couple (& , B ) de O-algébres engendrant @ , ot ¢ est libre et B
exhaustive, On étudie dans quelles conditions cette décomposition est optimale
c'est-a-dire ¥ est libre maximale et B est exhaustive minimum (32 une
équivalence prés), On sépare en quelque sorte dans un échantillon une partie
qui contient pas "d'information sur la famille P" de celle qui la contient

toute,

o I1 apparait que liberté et exhaustivité sont deux notions pouvant se

définir comme cas particulier de celle de Liberté conditionnelle,



Si & et B sont deux sous O-algébres de @ , on dit que ¢ est
libre conditionnellement 3 B (et onmote % L B ), si pour tout ensemble
¢ dans € , il existe une version de la probabilité conditionnelle P 8 (c)
qui ne dépende pas de P dans P, Ainsi, @ L B signifie que B est exhaustive
et € L {#,0},que € est libre.

On étudie les propriétés de la relation L ; on donne un critére
de liberté conditionnelle portant sur les densités des lois de P lorsque
la structure est dominée, et on retrouve le critére de factorisation dans le
cas d'exhaustivité,

Une généralisation du théoreéme d'indépendance est donné, qui, fondé
sur une forme affaiblie du théoreme de Lehmann-Scheffé fournit une condition

de transitivité d'une suite exhaustive de algebres en statistique séquentielle,
o-alg q q

Enfin, la relation ¢ L B apparaissant comme une relation d'ortho-
gonalité dans L 1 définie a partir des sous-espaces L I(Q,%,P) et L I(Q, B,P)
de statistiques réelles {-intégrables respectivement € et — -mesurables,
on la généralise a des sous~espaces vectoriels quelconques de L 1 précisant
ainsi la notion de systémes partiellement exhaustifs déja introduite par
LINNIK [25] et KAGAN [18], [19] a qui est empruntée 1'application a 1'esti-

mation sans biais citée,

Le chapitre IV est consacré aux théorémes d'existence d'ensembles
libres non triviaux dans une structure statistique, dans le cas ol l'on ne

peut pas utiliser ceux que fournissent les considérations d'invariance,

Aprés le rappel de la méthode classique, qui raméne le probléme
a2 1'existence d'ensembles de structure de Neyman par rapport 2 une O-algébre
exhaustive, on expose une formulation générale donnée dans [2] des problZmes

posés par 1l'existence d'ensembles satisfaisant A certaines contraintes, celui

des ensembles libres étant un cas type :

En effet, la recherche, par exemple, d'un test déterministe équi-

valent & un test ® donné se raméne a celle d'une indicatrice d'ensemble

dans le convexe

K=1{x¢e 1, @a,P :0<X<1 EP (X)=EP (@) pour tout P € P}
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et celle d'un ensemble libre de probabilité @ , revient a prendre ¢ = g,

0<ac<l,

A partir d'un théoréme [2], permettant de caractériser les points
extrémaux de tels convexes, on donne de nouvelles conditions d'existence
d'ensembles de structure de Neyman ; et donc d'ensembles libres; le résultat,
en utilisant la notion de non atomicité conditionnelle par rapport a une
o-algebre, introduite par NEVEU et HANEN dans [32], se présente comme une
forme conditionnelle du théoréme de Liapounoff [24], et appliqué a des exemples

donnés par LINNIK [27] permet de remplacer certaims hypothéses,

En conclusion, c'est l'utilisation d'un langage moderne et précis,
dont on pourra trouver de plus amples développements dans le livre [2], qui
a permis de dégager et de situer ce concept important de liberté en statis-
tique mathématique, et dont les diverses formes sont habituellement étudiédes

séparément.

L'usage d'un tel formalisme, qui peut d'ailleurs souvent &tre
considéré comme extension de celul de calcul des probabilités (la structure
statistique jouant le méme r8le fondamental que 1l'espace probabilisé) permet
d'éviter certaines confusions., Il permet également de donner de nouvelles
formulations pour certains problémes ; il ressort en effet de ce travail et
notamment du dernier chapitre, que beaucoup sont en fait des problémes

d'analyse fonctionnelle et donc peuvent &tre abordés a 1'aide des méthodes

qui lui sont propre.



CHAPITRE I

STRUCTURES STATISTIQUES



STRUCTURES STATISTIQUES

Ce chapitre est consacré a la description du cadre mathématique
dans lequel se situe 1'étude des problémes de statistique,
On examine en particulier les modéles statistiques correspondant

la répétition d'une expérience (structure prodult ; structure associée

[0y

une procédure de décision séquentielle),

(oY

Sous certains aspects la structure statistique se présente comme
une extenéion du modéle probabiliste (cf., [2]) ; on définit ainsi les
espaces Lp associés, On étudie l'application "image" la plus générale,

Enfin, on donne des définitlons techniques générales (complétion,
invariance) propres au mod&le statistique, qui seront utilisées dans les

chapitres suivants.

§1. MODELE ASSOCIE A UNE EXPERIENGE STATISTIQUE,

Définitionset notations.

Soit ({i,@L) un espace mesurable ol (i représente 1'espace des
observations ou résultats d'un phénoméne aléatoire et & est une C-algébre
de parties de % représentant les événements "intéressants" ou "obsgrvables"

du phénoméne, On suppose que les points W de £{I sont les valeurs possibles



d'un élément aléatoire de loi de probabilité P dont on sait seulement

-~

qu'eile appartient 2 une famille p de lois de probabilité (n,e).

Définition I. 1.

On_appelle structure (ou modéle) statistique le triplet (Q,€,pP).

Pour toute sous g-algébreBde @, on note Pmla famille

U?B ; P ¢ p} des restrictions de mesures P & 1'espace mesurable (G, B). On

obtient la structure statistique restreinte (Q, 8 ,P_ ).

B

a) Par commodité d'écriture, la famille P est généralement indi-

ciée par un paramdtre § parcourant un ensemble @.
La structure (Q,€,p = {Pe ; © € B}) sera toujours supposée séparée
ou identifiable (cf, [13] p. 144) c'est-a-dire que 1'application § = P

0
est injective

pour tout couple (g,@') de valeurs distinctes du paramétre,il
existe un ensemble A € @ tel que Pe(A) # PS'(A)° I1 est intéressant de

caractériser la structure statistique de la fagon suivante

Soit J une sous og-algébre de @ engendrée par une partition

mesurable 1 de Q.

Définition I. 2.

La partition 11 est dite séparante pour P si la structure restreinte

@, S ,@) est séparée,

T est une partition séparante minimale s'il n'existe pas de par-

tition séparant P, et de cardinal plus petit. On appelle alors le nombre

v (P) = card (1) l'indice de séparation de P (ou de la structure).

v (P) est au moins égal 2 2 et peut etre infini, Les exemples

sulvants sont donnés dans [21] et [35]

Exemples I. 3.

1) si 1](9,1) = {N(8,1) ; o € R } désigne la famille des lois
’m(x)

normales de moyenne @ de variance 1 sur (R

(R ,R, M (8,1)) est évidemment séparée et v(n ) = 2.

la structure

(%)

“Dans toute la suite R désigne la o-algébre des ensembles boreliens de la

droite réelle R,



2) Sip= {Pl, ...»P} est finie, vipP) < N,

b) Il est souvent utile pour des raisons techniques ou autres

-~

(mesures a priori), de munir 1'ensemble @ d'une g-algébre T de parties

telle que la famille P = iPe ; © € @} soit une probabilité de transition
de (@, T ) vers (Q, @), c'est-a-dire ([30] p. 69) :

1'application : (g,A) - PB(A) de @ x @ dans [0,1] vérifie :

(1) Pour tout 6 € 0, Pe(,) est une probabilité sur (Q, @ ),

(11) Pour tout A €€, P.(A) est une fonction réelle "G -mesurable

sur O,

(c)
Définition 1. 4.

On _dira que la structure statistique (@, & ,P = {Pe,e € 8}) est

dominée, s'il existe une mesure positive g~-finie sur ({2, (1 ) dominant p.
M cominant

Pour tout § € ® ; P, est absolument continue par rapport a | et

e
dp
9

Pe = —~= par rapport 2 u. On a alers la caractérisation suivante ([17]1 p. 319) :
d.

Théoréme 1. 5.

Une condition nécessaire et suffisante pour que la famille

P o= {Pe ; 8 € @} soit dominée par une mesure positive g-finie y est qu'il

existe une sous famille dénombrable PE=£Pé; g e ® <0} équivalente 3 P :

Ae@ et P ,(A) = 0 pour tout. @' € @' entrainent

eV
Pe(A) = 0 pour tout 6 € O,



Toute combinaison strictement convexe des Pe, est une mesure

de probabilité dominant p et absolument continue par rapport 3 o

On wotera ¥ = X &g P
6'eo

unie telle probabilité privilégiée dominant p.

el

- Un ensemble N € @ est P-négligeable, si quelque soit P € P il est
P-négligeable,

Une propriété est vraie pP-presque partout sur {}, si elle est vraie sauf sur

un ensemble pP-négligeable, Si la structure est dominée, la famille Wl(P) de

tous les ensembles P-négligeables dans (A est identigue & la famille Tl(Pﬁ)

des ensembles négligeables de l'espace probabilisé (Q, Ot ,P*)o

Exemple de structure statistique : structure de type exponentiel,

Ce type de modele est le cadre général de la plupart des problémes
pratiques de statistique, De plus il posséde des propriétés remarquables et
peut &tre introduit de facon naturelle comme vérifiant certaines propriétés

relatives 3 1'exhaustivité nok.mment (cf, [2])

Définitiorn I, 6,

On appelle structure statistique de type exponentiel, une structure

statistique

(R, R%, {p, 0co) 5 P21,

ettty

ol {Pe, 9 € @} est une famille de lois de probabilité dominée par une

mesure positive g-finie u sur (RP, RP) dont les densités par rapport 3

sout de la forme
A
Pe s .
(1) T =@ exp {20 () T, (D} h (x) 5 x € RY, 6 €0,8>1
i=1

C, Qj sont des fonctions réelles sur O, Tj’ h des fonctionsréelles boreliennes

sur.fRP,




Le vecteur de R.S, p = (Ql(e),

ces Qs(e) = ('51,

s E‘S) = Q(9)

parcourant 1'ensemble @ = Q(@) € R ® est appelé paramétre naturel de la

structure, la famille de densités (1) devient
drg

du j=1

Exemple I. 7. ({31, page 97).

s
— (x) = TUB) exp {5 'evj T:.| (x) }h (x) ;e R? , TeW.

Soit X un vecteur aléatoire de loi normale N (m,A) non singu-

liére sur R p; la structure statistique correspondante :

(R P8P, (N(m,p) ; (mA) € RPx

+
sp})

ot §  est le cone des matrices - (p,p) définies positives, est de type
P

exponentiel comme le montre la densité de la loi N(m,A) par rapport a la

mesure de lebesque sur (R.P,Rp):

£ 0 = @M P %(ger 1) V2% (- L
m,A 2

qui s'éerit aussi :

£ A(x) = (ZW)—p/z(detA)-l/2 exp (- : th—lm) exp ( -

2

en désignant par %7 (j =1, ... p) les composantes du vecteur colonne x

‘t(x—m) A (x-m)}

N

t

X A_lx + A-lx),

3

par Xjk le terme général de la matrice A—a(j, k =1, ...p) et par
aj (3 =1, 2, ..., p) les composantes du vecteur ligne Cn At on obtient :
£ (x) = (ZTr)-P/Q(det A)—l/zexp (- _1_ n A-lm)'
m, A 2
P . . P .
exp L 2 A GhPoz o n I s o xh),
2 j=1 JJ * <j<k<p = J

qui est bien de la forme (1).%
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§ 2, PRODUITS DE STRUCTURES STATISTIQUES .~ STRUCTURES

PARTICULIERES, -

Définition I, 8.

3 i i ;
Soit £21= (ni’ai’Pi : {Pei ; 6 €0y ;1=1, 2, ..., n}

une famille finie de structures statistiques. On appelle produit des Zi’

la structure :

n n n n
T=T 3 =(m Q,® a_,p=1{ ;0€m @7
. i . i, i
i=1 i=1 i=1 1
n
ot ® Q. est la O-algébre produit des O, sur . x .. x ] et P est
——,=1 i i 1 n q,
i n .
1'unique mesure de probabilité sur (m Qi’ ® Q) vérifiant :
i=1 i=1
n n n
P (T A) =P 4 n (m A ) =T P, (A]) quels que soient
uj.:l 8 e"°'>e i=1 i= e 1
Ai € Cli et 8" € o spour 1 =1, 2, ..., n.

La structure 2 est le modéle associé & une expérience comportant
n résultats issus respectivement d'éléments aléatoires indépendants dans

leur ensemble, chacun d'eux suivant une loi Pei € Pi sur (Qi’ Cli).

Lorsque les Zi sont toutes identiques, ¥ est le mod&le correspondant a n
expériences indépendantes sur le méme phénomeéne aldatoire, la loi qui le
régit pouvant étre différente pour chacune d'elles, (variant dans ).

Si 1'on suppose de plus qu'au cours de ces expériences le phéno-
meéne sult la méme loi de probabilité dans §° cas d'obtention d'un échantillon

usuel) on considére le "produit restreint" suivant :




Définitdon I. 9.

On appelle structure d'échantillon de taille n, notée (Q,cx,P)n,

la structure produit particuliere :

@, a',p = {Pne ;9 € 6}

n
olt Pg est 1'unique mesure de probabilité sur (QP, OP'= RM)vérifiant
1

n
P (m A))=m i =
i i Pe(Ai) , pour tout Ai eql,1=1, 2, ..., net

[es
e
i
-
e

1

B €0,

La famille P  est donc indiciée par le méme paramétre que [° dans

la structure élémentaire (2, A,P).

Exemple 1. I0,

La structure statistique dans laquelle on étudie le probléme de
Behrens-Fisher général se présente comme un produit au sens de la définition
I. 8. de deux structures d'échantillon obtenues i partir du mod2le élémentaire
de 1'exemple I. 7. :

n2

(BP,RP, (N(m })nlx (Rp,ﬁp,{N(m' +1)

’A)(m,A) € RP x S: ’A|)(m',A') ¢ RP x Sp

il consiste a tester 1l'hypothése m = m' au vu des observations

(Xl’ rees X5 Y s eees Vo ) ol les X, ..., x forment un échantillon

oy 2 1 1
de n1 observations indépendantes d'un vepteur aléatoire X de loi
N(m,A) sur RP et les yl, oeos yn un échantillon de n, observations indé-
2
pendantes d'un vecteur aléatoire Y indépendant de X de loi N(m',A') sur RP,

(cf. [1] p. 118) . %



Un produit de structures statistiques de type exponentiel est
une structure de type exponentiel d'aprés les définitions I, 6. et I. 8.

On peut décrire des structures statistiques plus générales corres-
pondant par exemple 3 1'étude d'un échantillon dont la taille n'est pas
fixée mais décidée 2 chaque répétition (décision séquentielle) ou bien 3
1'étude statistique d'un processus stochastique, le modéle est alors cons-
titué de 1'espace mesurable associé au processus, muni d'une famille de

transitions ou de lois temporelles ([30]) indiciées par un paramétre 8.

2. 2

Dans le cas de 1'étude séquentielle d'um élément aléatoire répété
de facon indépendante et suivant la m@me loi inconnue, la structure corres-
pondante peut &tre considérée comme un produit infini de structures &1é-

mentaires, soit

@ a.pt =@, o, = (gl--> "m, s €0
I

. . n .

P113°°°’1n(ﬂ A.) = n p-J \ pour tout ensemble fini
0 . i. . g (A, )
i=1l i ji=1 " i,

=]

]
co o in dans I et pour tout Ai € L.

1’ .
]

- D'une fagon plus simple on appellera structure statistique séquentielle,

la donnée
@.a, foly - P=1P 5 0 € ob

ol {6&}161 est une famille croissante de sous g-algébres de @Ol et P une

famille de probabilités sur (g, @).

Dans toute la suite, les propriétés seront présentées dans la struc-
ture statistique la plus générale définie au §1 en ne mentionnant les struc-

tures d'échantillon ou séquentielle que pour celles qui leur sont propres.
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§ 3. ESPACES DE STATISTIQUES REELLES.

Définition I, 11.

Une statistique [resp. une statistique réelle] X sur la structure

(Q, OL,#) est une application mesurable de (), @) dans un espace mesurable

(2, ) [resp. dans (R ,R)].

La statistique X n'est fonction que des observations et ne dépend
pas de la lol de probabilité P ¢ pP. Pour chaque P € ¥, X est un élément
aléatoire sur l'espace probabilisé ((,@,P),

Soit ﬁgx"l = {B,X'l ; P ¢ #)} la famille des probabilités sur (g, 4 )

définies par :
Pox”l (sy=rp {X-l (8)};8ed,Pep;

le triplet (g, 4 ,ﬁbX-l) constitue une nouvelle structure statistique appelée

structure image de (§), O,P) par la statistique X, On effectue les calculs

sur 1'une ou l'autre de ces deux structures compte tenu de la formule de

changement de variable classique du calcul des probabilités, (#)

Dans ce paragraphe et le suivant, on n'envisage que les statis-
tiques réelles, pour leur propriétés en temps que fonctions mesurables

réelles ; les statistiques plus générales seront étudiées au chapitre II,

Espaces de statistiques réelles

On étudie ici 1l'extension aux structures statistiques, des espaces

L classiques relatifs & un espace probabilisé dont on rappelle d'abord les

p
définitions et propriétés essentielles,

(&) . . . n n ;" -
Une statistique X a valeurs dans (R ,R ) sera appelée statistique

vectorielle de dimension n.
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a) Soit (Q, @) un_espace mesurable,

On note : £(0, o) 1'espace vectoriel des fonctions numériques mesurables
sur (2, @)

£°°(Q, ¢1) le sous-espace de Banach de & des fonctions numériques

mesurables sur ({}, @), muni de la norme :

g€ £, el =suw 2]
we

M(Q, &) 1l'espace des mesures réelles borndes sur Q, o).

Munl de la norme “M“l = ‘M(Q) ol hJ»I désigne la variation totale de

w€M:

1“3 = “'+ + o ol p?l-(A) Sup {w(B) , B © &}

w(A) =sup {-4(B) 3B € A}; A, BEOA,

m (n, @) est un espace de Banach complétement réticulé ([30l p. 102),

£ (@ @) et ME, A) sont mis en dualité par la forme bilinéaire
-]

(g o) — < £ ,u>= [ofdy

On note g{ &£ , M) 1a topologie faille sur .Em induite par M, (la topologie
o]

la moins fine rendant continues toutes les formes linéaires f —s < f AT

sur £°° lorsque y parcourt T .

b) Seit (Q, @, P) un espace probabilisé

Pour tout nombre réel p > 1 on désigne par :
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Lp (2,0, P) 1l'ensemble des classes d'équivalence (P - p,s) des

. eéme — s s
variables aléatolres réelles X de p puissance intégrable, c'est~a~dire

telles que :

HXHP = (jn |x (P am’P o . ®

L (Q,a,P) 1l'ensemble des classes d'équivalence (P -p.s) des
[--]

variables aléatoires réelles essentiellement bornées, c'est-a-dire

telles que :

HX“w = ess., sup iiX(w)’) < + o,
e

On a L, = L2-D +oeo 2 L, et pour tout p € [1,oo],_LP est un espace

1
de Banach complétement réticulé (muni de la norme H.‘p),
On montre ([30] p. 107) que si 1 < p < «» et p' est l'exposant

1 1
conjugué de p,(™ + —~ = 1}, le dual de l'espace Lp(Q,El,P) est Lp,(ﬂ,(l,P) ;
p p'

le dual de 1'espace L (£, @&,P) contient 1'espace Ll(Q,cl,P) et en est distinct
<«

en général,

On note encore ¢g{L ,Ll) la topologie faible sur Loo induite par L1
w

(1a topologie la moins fine sur L rendant continues toutes les formes linéaires
[oe]

Xe—3>< X, Y>= [ XYdP, lorsque Y parcourt L_,
q P 1

Soit maintenant une structure statistique (; @ ,P = {Pe,e € 8D

Définition I, 12,

Les statistiques réelles X et X' sont P-presque sQrement équivalentes

{(ou P-équivalentes) si 1'ensemble {X # X'} est P-négligeable dans @ .

(On. note X = X')
P-p.s
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Si la structure est dominée cette équivalence est identique i
P * 18z s T 1 2y 5
1'équivalence P presque-partout pour la probabilité privilégiée Pi§ d'apres

la définition I. 4 et le théoréme I, 5.

Définition I, 13,

Pour tout réel p , 1 < p < », on désigne par LP(Q,CI,P) (ou LP(P))

P s ; éme
1'ensemble des classes de P-équivalence des statistiques réelles de p

puissance intégrable quelque soit P ¢ P, ¢ 'est-a-dire :

X €L (M :'NG(X) = (j ‘XIPdP )l/P < 4+ ® quelque soit : © € @,
P p Q <]

LP(Q,GL,P) est un espace vectoriel ordonné réiiculé pour 1'ordre

X<Y e X < Y(w P~ p.s.
P

D'aprés ce qui précéde, pour tout & fixé, 1'application X —» Ns(X) est une

S S
norme sur LP(P) mais 1'application X — Sup N (X) n'en n'est pas une en
IS

général si & n'est pas fini.

Exemple I, 14.

Dans la structure ( R ,R,P = {Y(l,l) ; B € R+j)n oll Y(lhl) désigne
8 )

la loi de probabilité sur la droite, définie par la densité par rapport a la

mesure de Lebesgue;

X
le'—_. si x>0,
E 6
g >0, fe(X)=
0 si x< 0,
1 n
lL.a statistique X(Xl’ vees xn) =—_ T Xy appartient 2 Ll(Q,CI,p) puisque
n i=

NS(X) = § < wymais sup Nf(X) n'existe pas.%
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LP(Q,cl,P) n'est donc pas un espace de Banach en général, Toutefoils, muni
de la topologie associée 2 la famille de semi-normes (en fait, de normes)

{Ns(X)}G€®’ que 1l'on appellera P-topologie, Lp est un espace localement

convexe séparé, complet et un espace de Fréchet si @ est dénombrable,

(cf.[81, [7] ou [10]).
Pour toute statistique réelle positive X sur la structure, soit

NE(X)=irrf {a>o0 :Pe(XZa)=O , ¥ 0 €8}

N®(X) est la borne supérieure en mesure uniforme (par rapport a P) de la
(=]

-

fonction X, vérifiant les propriétés

a) - @) =M< o » Pe(X > M) = 0 quelgue soit 6 € O,
by - X <Y s ) < Y
P
ey = Ni(X +Y) < Ni(X) + NE(Y)
d) - Ni( X) < NE(X)
e) - NE(XY) < NE(X) N‘Z(Y)
£) = Nz(x) =0 @ X =0,

Définition I, 15,

On désigne par Lm(Q,CI,P) 1'ensemble des classes de P-é&quivalence

des statistiques réelles P-essentiellement bornées, c'est-a-dire :

X €L (Q,A,P) s N(xh <+ w

(T
Lm(Q,Cl,p) muni de la norme Nw(i,?) est un espace de Banach réticulé,

(i1 est un effet complet puisque toute suite de Cauchy pour cette norme est
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une suite de Cauchy P-presque partout).

Remarques

1. - I1 n'existe pas de relation entre 1'espace LP(Q,CI,P) et les
espaces LP(Q,CL,P) pour P € P et 1 < p < ® puisque les classes d'équivalence
sont distinctes, SI P' est une sous-famille équivalente 2 P, on a évidem~
ment Lp(Q,Cl,P) C3Lp(ﬂ,€1,P').

2, - Si la structure statistique est dominée, pour toute probabilité
privilégiée p* dominant P on a, par les définitions I, 12 et I. 15, pour

p = =

L @,a.P) =10, a,r®) .
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§ 4. IMAGE D'UNE STATISTIQUE REELLE, "APPLICATION

IMAGE",

Définition et propriétés,

Dans tout ce paragraphe on considére une structure statistique
Q.ea.p = {Pe ; 6 € ©)) ol 1'on suppose que @ est muni d'une g-algibre T
de partikes, de telle sorte que P solt une probabilité de transifion de

(@,6) vers (Q,1).

On appelle mesure 3 priori, toute mesure sur 1'espace mesurable
PP P

(8,%6).

Définition I, 17.

On appelle image d'une statistique réelle X, P-intégralle sur

-

la structure, la fonction réelle BX sur ® définie & partir de X par :

By () = j Xde, , 6 € @.
Q
Deux statistiques réelles p-équivalentes ont donc m&me image.

Proposition I, 18,

Pour toute statistique réelle X, P-intégrable sur la structure,

BX est une fonttion G -mesurable de 6. De plus, pour toute mesure 3 priori

bornée A, la fonction d'ensembles définie par :

(1) v(a) = j Pe(A) dy, Ae¢e @,
®

est une mesure bornée sur (Q, (1) vérifiant :

(2) [ By ah = [ X av.
® Q
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Cette proposition n'est que l'application du résultat classique
du calcul des probabilités (cf. [30] p. 71) sur les transitions entre
espaces mesurables en remarquant que toute mesure bornée s'exprime comme

combinaison linéaire de deux probabilités.

Si la famille P est dominée par une mesure o-finie y, la mesure v

est absolument continue par rapport & p puisque p(A) =0 » PG(A) =0

pour tout 9, donc y(A) = 0 d'apres (1).

Définition I. 19,

On appelle "application image" pour la structure statistique,

1'application linéaire :

B: 1,0 —  £,T)

qui a toute (classe de P-é8quivalence de) statistique réelle P-intégralle X

sur cette structure fait correspondre son Image By - (BX) = BX(.)).

Proposition I. 20.

L'application B est une application linéaire continue lorsque LI(Q,Cl,P)

est muni de la P-topologie (§ 3), et £(®,C) de la topologie de la conver-

gence simple,

Démonstration,

La topologie de la convergence simple sur £ étant définie par
la famille de semi-normes {f-—»'f(e)i ; 8 € 8}, un voisinage de l'origine

dans £ s'éerit V = {f : ‘f(ei) l<esi@, ..., 6 € @}. par suite la

1’
relation :

‘SX (ei)| S IQ‘X‘dPei Si ’ 1= 1, ooy 11

implique la continuité de B a 1l'origine.
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Ce qui précéde définit donc 1l'application image la plus générale,

mais on a la restriction plus utile suivante :

Proposition I, 21,

Si la structure statistique est dominée, pour une probabilité

privilégiée P*, la restriction de 1l'application Bau sous espace

L@, o,p) (= Lm(Q,Cx,P*)) muni de la topologie faible O(Lm,Ll(Q,CX,Pﬁ))
o«®

3 valeursdans le sous-espace £ w(@,T?) muni de la topologie faible

ol °°,TTL(@,T)) est continue,

Démonstration,

D'aprés la proposition I. 18, soit ts 1'application de M(®,<C)
dans le sous espace H%%(Q,QI) de M(Q, @) des mesures absolument continues

-

par rapport a P¥sur (Q, @) ; d'aprés le théoréme de Radon-Nikodym, les
espaces W%*(Q,Gl) et Ll(Q,Cl,Px) sont isomorphes et isométriques (mpx étant

munii de la norme induite par 1) par 1l'application X -yX,P* (ol

X,P*(A) = IAXdP* ; cf£, [30] p. 105). Par suite, la relatiom (2) de la
proposition I. 18 implique que tB est exactement l'application linéaire
transposée de l'application puissance (relativement aux dualités entre Lw
Li(Q,Cl,P%) d'une part, £ W(Cheﬁ) et M(®, C) de 1'autre) dont 1l'existence
est équivalente 3 la continuité de B pour les topologies faibles G(Lm’Ll)

et o( g m;npo De méme tB est continue pour les topologies g(, £ ) et
o]

1
c(L;,L&) ([7] Chapitre IV § 4 Proposition 1). (La topologie O(Lm’Lm) induit
sur L,(C L') la topologie faible o(L,,L )),
1 @ 1’ e
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Application aux tests,

Définition 1. 22,

Un test @ sur la structure statistique (b, @ ,pP) est un &lément

du_sous-ensemble convexe de L _(Q,Q.,p) défini par :

T={xeL (0,0, : |2x- 1H‘Z < 1} ;

On_appelle domaine caractéristique associé a la structure, 1'image R

de 1'ensemble des tests par 1'application B; R = B(T) < g .(8,%T),

Un test est donc une (classe de R-équivalence de) statistique
réelle ¢ vérifiant O < @ < 1 P-presque partout sur ) ; son image, B¢ est
appelée fonction puissance du test @, 1

Le domaine caractéristique R est convexe et R - -- est équilibré ; de plus,
2

Proposition I, 23,

Si la_structure est dominée, alors pour une probabilité privilé-

giée Px, 1l'ensemble des tests T est compact pour la topologie faible

@(Lm,Ll(Qgcl,P%)). Il en est de méme pour le domaine caractéristique R pour
la topologie faible o( £ _, M(®,<T)).

La premiére partie de la proposition résulte du- théoréme de
Bz ich Alaoglu (c¢f, par ex, [22] p, 354), la deuxi2me, de la propositiom I. 21,
GCette proposition permet de prouver l'existence de tests optimaux pour

certains problémes de test d'hypothéses statistiques, (cf. [2], [22]).
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§ 5. PROPRIETES PARTICULIERES,

On donne dans ce paragraphe des définitions techniques sur les

structures statistiques utiles dans la suite,

1. Structures statistiques complétes.

Définition I, 24,

La structure statistique (Q, A ,P = {Pe ;: 0 € (@ T)}) est dite

"complete' si 1'application :
B : LI(O,CI,P)—» £ (@, €) est injective, elle est

"quasi-compléte" si la restriction de B a L (Q, @L,P) est injective,

Cette propriété est bien caractéristique du triplet (2, @Q,P)
elle signifie en d'autres termes que la structure est compléte [resp,.
quasi-complate] si quelle que soit la statistique réelle X, P-intégrable
sur ({I, @) [resp. P~essentiellement bornée] on a 1l'implication :

.ﬁXdP = 0 quelque soit © ¢ ® 3 X=0 |,
a ° P

Dans le cas ol l'on ne suppose pas que Pe est une probabilité

de transition on prendra cette derniére formulation comme définition.

Remarques.

1. Si P' est une sous-famille équivalente a P, la complétion de la
structure (Q, @ ,pP') entraine celle de la structure (2, A,P)
puisque dans ce cas L, Q,a,p) < L, @, a,p') ,

[resp. L _(Q,Q.,P) = Lm(O,CX,P')].

2, Une structure compléte est évidemmernit quasi-compléte, le contre-

exemple suivant, pour l'affirmation réciproque est donné dans [15]
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la structure (R R, {Pe ;0<8< 1) on Py ({- 1) =98

(1 - e)zex si x €
Pe({X}) = _
0 si x £ Ui- 1]

est quasi-compléte sans &tre complite,

3. Les structures d'échantillon sont rarement complétes, mais on

s'intéresse généralement 2 cette propriété pour des structures

restreintes a des sous g-algébres de Q,

2, Structures statistiques invariantes,

Définitions et notations.

Soient (Q,0) un espace mesurable, G un groupe de transformations
bijectives, et mesurables de ( sir , donc un groupe opérant dans {) pour
l'opération définie par la composition des applications

w€Q, g8€6, gw=glw et
si g,g' € G gg' = gog' soit (gg') w = glg'y) et g(g“1 w) = w
pour tout w € {2,

La _relation d'équivalence sur (), associée au groupe @ est définie

par :

- ~ n s . ]
wl’ w, €EQ ; wl w2 ® "Il existe g € G tel que w, gwl .
On note : Gw = {gw ; g € G} 1'orbite de w dans Q) , c'est-a-dire la classe
d'équivalence de w pour la relation précédente
Q/G l'espace quotient, ou espace des orbites,

T ¢ £ = Q/G 1'application canonique m(W) = Guw.

On supposera dans la suite que la partition de () constituée des éléments de

Q/G est Cl-mesurable,
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On dira que G opere transitivement dans Q si {i/G se réduit a

{Q}, c'est-3-dire Gy = () pour tout w € {l.

Définition I, 25.

"Une structure statistique (3, &4,P = {p ® € ®}) est dite inva-

8 5
riante par rapport au groupe G, si pour tout g € G et pour tout ¢ € @ il

existe §'€ ® unique noté g © tel que :

.—1 -
Pe(g (a) = P—ge(A)

quelque soit A € ",

Cela revient & dire que pour tout g € G, la probabilité image

-1 appartient a P pour tout Py € . Une définition équivalente est :

0
Pe g
Quelle que soit la statistique réelle, P-intégrable X sur la

structure,

Ee(X o g) = E-ée(X).

Remarque :
L'unicité de ©' est équivalente & 1'injectivité de 1'application

6 = P.. Elle est donc assurée si l'on suppose la structure séparée (81),

o
Dans ces conditions, pour g fixé 1l'application 6 — 0' est une

g

transformation biunivoque de ® sur @, et les relations immédiates

g,g' €G, g'o‘g=§'§§ et (g-1)= (?g;-)-1

impliquent que le groupe G = {g ; g € G} opérant sur ® est un i:.romorphisme

de G (G et G ne sont pas isomorphes en général),

La définition I, 16. est donnée pour une structure statistique

générale ; dans le cas ol elle est une structure d'échantillon construite
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a partir d'une structure simple, invariante par rapport 2 un groupe G,

(n)

n . ;
(Q,®,P) est invariante par rapport au groupe G de transformations

{2 I
sur {} définies par :

(n) () g(n)

g €67 (wl,...,wn) = Gelap),....8(w)) 5 g eG.

Mais toutes les transformations envisagées, sur uneStructure d'échantillon

ne sont pas de ce type,

Exemples I, 26,

1. La structure d'échantillon (R.p,Rp,{N(m,A) ; (m,A) € ﬂapX1$§})n
est invariante par rapport au groupe des transformations linéaires deRP
représenté par l'ensemble des matrices p x p non singulidres C, opérant sur

chaque observation de 1'échantillon

(n) - = .
ga (X1’°°"Xn) (gC X158 xn) (Cxl,.,,,an) ;

3 € RP s 1=1, ..., n

et g, (m,A) = (cm, A %0). =,

2, Une structure d'échantillon (R_,R,P)n oli P est une famille quel~-
conque de lois de probabilités absolument continues sur R est invariante
par rapport au groupe G des n! permutations des coordonnées de 1'échantillon,

comme conséquence directe de la définition I. 9,

g€ G g(xl,...,xn) = (xgl,...,xag x, €Er ,1=1,...,

ol (gl,.,,,gn) est une permutation de (1,...,n). %.

Les considérations d'invariance jouent un r6le déterminant dans

1'étude de la liberté , (Chapitre II),






CHAPITRE II

PROPRIETES FONDAMENTALES

DE SOUS O-ALGEBRES

ET DE STATISTIQUES
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PROPRIETES FONDAMENTALES
DE SOUS 0-ALGEBRES
ET DE STATISTIQUES

Soit X une statistique sur la structure (), O,P), c'est-a-dire
une application mesurable de (§l,#) dans un espace mesurable (I, §).

Dans ce chapitre on rappelle les principales propriétés classiques
que l'on peut envisager pour X, qui seront utiles pour la suite, c'est-a-dire
celle d'exhaustivité, de complétion et d'invariance ; la notion de statistique

libre est définie également dans ce cadre,

La plupart des définitions relatives & la statistique X peuvent
se traduire sur la sous (g-algebre de @i,x_l(f ) engendrée par X ; ou sur la
structure restreinte i X-l(ﬂ ) ; i1 est alors commode de définir et d'étudier
toutes ces notions sur l'ensemble des sous O-algébres de @, a condition de
préciser toutefois qu'une telle g-algébre n'est pas nécessairement engendrée
par une quelconque statistique (ou une statistique suffisament maniable), Mais
ce procédé permet une plus grande unité dams la présentation, de plus la
recherche d'éléments maximaux ou minimaux pour des familles de sous O-algebres

possédant de telles propriétés est intéressante,
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~

Dans cet ordre d'idées, une statistique X' & valeurs dans un espace
mesurable (Z', §') sera dite fortement. équivalente & X, si elles engendrent

la méme sous O-algébre de s = Xi—1(3')).

Exemple II. 1,

Soit (R.,&,P)n la stucture d'échantillon ou ¢ est une famille
quelconque de lois de probabilité absolument continues sur R ; les statis-

tiques % et X, : ®R"™,R™) — ®R™,R™) définies par :

1
* *
Xo(xl,...,xn) = (x ,..-,Xn)
ol (x?,...,xj) est la suite des xi rangés dans l'ordre croissant et
n n 2 n 0
X (%, ,00.,x)=(2x, , Zx.7, ..., %),
1 L R i=1 *

sont équivalentes au sens fort, (On montre en effet ([22] p. 40) qu'elles
engendrent la méme sous g-algébre Rg de R" des ensembles invariants par le

groupe des permutations des coordonnées de Rn. (On appellera X

n
o et ﬂb respec-

tivement la statistique et la O-algébre d'ordre sur R Ty, %

On peut envisager une relation d'équivalence plus faible que la

précédente,

Soit & 1l'ensemble des sous O-algdbres de @, et Wl(P) la famille

des ensembles fnégligeables dans (.

Pour des O-algébres 8B et B' de &, on dira que B est essentiel-

lement contenue dans ®' [relativement & ] (noté : BC B ') si quelque soit
P

1'ensemble B € B il existe un ensemble B' € ®' tel que B AB' € ’r[ ).
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Ce préordre partiel sur & 1induit la relation d'équivalence

essentielle [relativement 2 ]

8 = B' si et seulement si BC B' et B' € 8, (%)

P P P

Les statistiques X et X' seront dites essentiellement équivalentes
(ou équivalentes au sens faible ([23]) si elles engendrent des O-algébres

essentiellement équivalentes de & , (X_l(ﬂ') = X—l( 1)),
P

Remarquons que deux statistiques réelles ¥ équivalentes au sens
de la définition I, 12 sont essentiellement équivalentes en effet, quelque
solit l'ensemble R € R, X_l(R) A X‘“l(R) c {x# X'} € Wl(P)-

(#) On note @&/P 1'espace quotient associé,
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§ 1. O_-ALGEBRES ET STATISTIQUES COMPLETES.

Définition II, 2,

Une statistique X : (2, A,P) — (Z,9) est compléte [resp. quasi-

compléte] si la structure image par X, (Z,:f,ﬁﬁxul) est compléte [resp.

quasi~compléte],

En utilisant la formule de changement de variable classique

1

-1 o
J"X~1(s)f[x(w)] p(dw) = [(£(x) BX " (dx) 3 85 €F, £ €L (5T 0X)

il est équivalent de dire que X est compléte [resp. quasi- compléte] si la

structure restreinte (Q,Xml(j’), PX”l(j )) est compléte [resp. quasi-compléte],

Par abus de langage, et lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur la

famille ® on dira qu'une sous O-algébre B de O est compléte ou quasi-compléte

si la structure restreinte (2, 8,R ) 1l'est.

B

Cette propriété r'a pas d'interprétation statistique concréte mais

sera trés utile par la suite,

Remarques,

1. Quelle que soit la famille P il existe toujours une sous

o-algébre compléte, soit B()= {¢,01}.

2. Toute O-algeébre contenue dans une O-algébre compléte est

compléte,
3. Soit Gc [resp. & qc] la sous-famille de & de toutes les
O-algébres complétes [resp., quasi-complétes]. Si @ n'est pas compléte,

on ne sait pas s'il existe un plus grand élément ou méme des éléments
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maximaux dans o pour 1'ordre naturel < dans ; une propriété de
maximalité sera donnée au paragraphe suivant, associant la notion

d'exhaustivité,

Dans_une structure de type exponentiel on a. la caractérisation

Suivante :

dp s ~ ,
sote (1 PR, (—2(x) = o(®) exp [z o, 1@} Gy ;8 €FC R® e xPp D
du j=1

une telle structure, ot la famille P de lois de probabilité est donnée par

leur densité écrites dans la paramétrisation naturelle (cf, définition I, 6.)

Théoréme 1T, 3,

. s s _s
La statistique T sur cette structure, & valeurs dans (R LR

définie par :

T(x) = (T,(x),..., T.(x)) ; =€ RP,

est compléte dés que 1'ensemble ® des paramdtres naturels, contient un

. s
ouvert non vide de R .

En effet, soit V= h.W la mesure g-finie sur (R_p,Rp) définie par
dv(x) = h(x) du(x). Si l'on désigne par m = V ¢ I la mesure image de V par
la statistique T sur (R S,RS), les densités des lois de probabilités de T
par rapport & m sont ¢
qufﬁ s

(t) = £(8) exp {=
dm i=1

~

.t} 3 8 € c r°®
SJ J} ®

en pesant t = (t1’°°°’ts) = (Tl(x),,,,, Ts(x)) ; Oou encore

d[PedT“I] s
e () = c(8) exp {< B8, t>} ; 6€ ® ; t e R®.
dm
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lLa stwcture image de (1) par T, (RS,RS,{PG oT-1 ; 8 € B®)) est
encore de type expounentiel de paramétre naturel g,
Le théoréme résulte alors des propriétés de la transformée de

Laplace dans R° (cf. [2]).

Exemple IT. 4.

Soit (R ,R,p = {N(m,o)(m D™ 1a structure d'échantillon

+
Q')G[RX[R
construite a partir de la structure de l'exemple I, 7, avec p = 1 pour
simplifiersla densité de la loi Jdw vecteur aléatoire associé a 1'échan~

tillon (xl,.oo,xp) stécrit :

1 nm { m n 1 n 9
f o (%Xy,.00.5% ) = e exp ( - )exp t+—> Z %, -3 I x °}
m,g 1L n On(zﬂ)n/Z 02 o_2 j=1 I 202 i=p 1
m 1
en posant 91 =7 62 = - — pour paramétres naturels, d'aprés le théoréme
o 2¢
précédent la statistique
n n 2
Te 1)t O w Ea)
i=1 i=1

-

a valeurs dans (ﬂiz,Rz) est compléte puisque (61,92) € R xR , %

Considérons maintenant la statistique réelle X = 2T 2 (o + 1) T,

1

qul est une fonction de T telle que :

E, oX) = J nX dp_

() = n - 1) @ - 0%).
3 R ’O

X est non identiquement nulle, par suite sur la structure partielle

+ 2 2
R L,2,P' = {N(m,0) ; (m,0) € g x R ;m =g Y 1a statistique T n'est
pas compléte, On remarque que le domaine de R ::{R+ des parameétres naturels

est défini par 1'équation 612 - 292 = 0 et est d'intérieur vide,
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L'étude générale des structures exponentielles incomplétes par
liaisons (telles que celle associée 3 T) a été entreprise par LINNIK
dans [27].

Dans un probléme de test d'une hypothése H0 sur une structure
de type exponentiel, pouvant. s'écrire a l'aide des paramétres naturels

sous la forme

{ﬂi (61,... es)
H
o

]
O

! e
un (»1,...

[
@

8 ) r< s
s

ot les ﬂi sont des fonctions réguliéres, on est amené A considérer la
. ~ n - -
structure partielle (R ,R,{Pe, e® n Ho}) sur laquelle la statistique T

n'est pas compléte, C'est le cas du probléme de Behrens - Fisher :

Dans l'exemple I, 10, pour p = 1 la densité est de la forme :

f(xl’sooxn ;ylsuvosyn ) =

1 2
m 0 m' 0y 1 n 1 0,
C(m,m',0,0') exp (—E' & ox, o+ — Z i =T X Xiz Y Yiz)
o i=l o~ i=1 207 i=1 20 i=l
o ny np, ©2
la statistique T = (T,,...,T,) = (Zx, , Zy. , 2x¢ , & y. ) est complete
1 4 .4 1 7, 71 7. 1T 7,_ i
i=1 i=1 i=1 i=1
puisqu'en posant :
m 5 m' -1 ~1 9 <9
2 e—— = e— = ee— e E I . o3
el 2 2 2 '-2 3 93 2 3 4 -'2 H (91, ° LY 64) E {R X (L)
o o) 20 20
mais sous 1l'hypoth&se H m=m' ou 9194 - 9293 =0 elle devient incompléte,

en. effet statistique réelle fonction de T non identiquement nulle

T T
X = L. 2 est telle que :
n n
1 2

(X) = 0 quels que soient g,0' et m = m',

E 1 :
m,m ,G,C
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§ 2. O-ALGEBRES ET STATISTIQUES EXHAUSTIVES.

On rappelle dans ce paragraphe les définitions et principales
propriétés relatives aux statistiques exhaustives sans mentionner les
multiples applications de cette notion fondamentale quelques unes é&tant
étudiées au chapitre suivant pour leur validité dans les différentes formes

d'exhaustivité affaiblie qui y seront /.. . ... . données.

Soit (Q,@,R = {P.; o= (91,62) € 0 c @1 x @2}) une struc-

e

ture statistique ol une partie de @, 91 ou 62 représente un param@tre importun

Définition II. 5.

a) Une sous g-algébre B de @ est exhaustive. . pour O [resp.

pour 91 par exemple] sur la structure, si quelque soit A € L, il existe

une détermination de la probabilité conditionnelle ng(A) qui soit indé-

pendante de © € ® [resp., de 91 € @1 pour tout O, fixé],

L'exhaustivité de B pour le paramdtre © sur la structure géné-

1
rale étant équivalente & 1'exhaustivité de 8 sur la structure

(Q,&,Pe = {p

) 818, ’ 91 € @g) pour tout 92 € @2 les restrictions apportées

a ce cas dans la définition ne seront plus mentionnées dans la suite,

b) Une statistique X : (Q,Q) = (Z,F) est exhaustive sur la

structure, si la sous salgébre X-1(5 ) de @ engendrée par X est exhaustive,

On a la définition équivalente suivante compte tenu des propriétés

de 1l'espérance conditionnelle;
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Définition II. 6.

Une sous O-algebre 8 de @ est exhaustive, si quelle que soit la

statistique réelle X P-intégrable sur la structure il existe une détermination

de 1'espérance conditionnelle ESS(X) indépendante de § dans @.

Cela revient a dire que 1'opérateur espérance conditionnelle est

un projecteur de LI(Q,GI,P) sur Ll(fh 6,f%)

Pour tout X € Ll(Q,CL,P) la projection X g~ E 8 (X) est une

-

statistique appartenant 2 Ll({L B,F%) ayant méme L izge.. que X (BX = BX)

B

lorsqu'elle est définie.

Par extension, si Y est une statistique vectorielle P-intégrable
a4 valeurs dans (R.P,Rp) on appelle encore "projection" de Y sur 8 1la
statistique Y o = E 8 (Y), ayant la propriété

Théoréme IT. 7. (Rao ~ Blackwell - Kolmogorof)

Quelle que soit la fonction numérique g continue et convexe sur

RP, 1a fonction gy B " EG(Y 28)) est intégralle pour tout O dés que

g(Y - Ee(Y)) l'est et 1'on a :

Ee[g(Y - Ee (YB))] < Eg [g(Y -~ Ee (¥))] ; Pour tout § € @,

Ce théoréme fondé sur 1'inégalité de Jensen, ainsi que ces notions
de projection seront détaillées au chapitre suivant dans un cadre plus

général,

Les propriétés immédiates de transitivité et de limites de
O-algébres exhaustives sont rassemblées dans [2]. Lorsque la structure

statistique est dominée on a le théoréme de caractérisation suivant :



Théoréme IT, 8.

Soit P* une probabilité privilégiée dominant ¥, Une condition

nécessaire et suffisante pour u'une sous O-algébre & de @ soit exhaus~
P

. . - * .
tive est qu'il existe, pour chaque g € ® une P -version &8 -mesurable de

T . L4 2 = e
la demsité p_ = .

&  4p%

Corollaire 1,

Si la structure est dominée, toute g-algébre contenant une

O-algebre exhaustive est exhaustive,

Corollaire 2.

s PR 5 %3 <
Dans les conditions du théoréme, la g-algébre 8B~ engendrée par

la famille {Pe}e co de densités (choisies dans les classes de P*-équiva~

dp
lence de ——2) est une O-algeébre exhaustive essentiellement minimum ou
dp

(P-minimum). C'est-a~dire que toute sous g-algébre exhaustive B de @ est

o 4 ;
telle que X C % (ou @ﬁ C% 8 ).
P P

Corollaire 3. (Théoréme de factorisation).

Si la structure (Q, @, = {Pe ; B € 8}) est dominée par une

mesure positive O-finie y sur (Q, @), une condition nécessaire et suffisante

pour que 1a sous g-algébre » de O soit exhaustive est qu'il existe une

fonction numérique mesurable h, non négative sur ({J.@) et qu'il existe pour

chague 6 € @ une fomction numérique gy Lo négative et 8 -mesurable sur

(Q.@) telles que la densité de P, par rapport & u s'écrive :
:‘.

/

dp
— (W)= ga(w) . h(w) 5.8 € 5,
d, ©
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Si B est engendrée par une statistique X la condition d'exhaus-

dP
g
tivité de X s'éerit : — (w) = g“e(X(w)) h(y) ot la fonction g' (x) est
dik ©
la densité de la loi de probabilité de X, PeoX-1 par rapport a la mesure

image P*oXul, pour tout 6 € @.

Application aux structures de type exponentiel,

Avec les notations de la définition I. 6., le corollaire 3 appli-

qué 3 la densité

dP s
—8 (x) = ¢(8) exp {£ 5. T.(x)} h(x) ; x € R?, 6=1(6,,...,8) €O,
dy j=1 3 ! S

montre que pour tout eantier 1 < r < s

T= (T, ¢ (R PaPYy = (g¥,R"

, la statistique
} est exhaustive pour le paramétre partiel

(el,.".,er) lorsque (8§ ,SS) est fixé,

r+1’°°”
Les théorémes de Dyvnkin et de Darmois caractérisant les structures

de type exponentiel par les propriétés de minimalité de la dimension ou de

minimalité essentielle de la statistique vectorielle exhaustive T sont

étudiéds dans [2].

Remarque :
Une structure d'échantillonde taille n obtenu & partir d'une
structure de type exponentiel simple est de type exponentiel (cf, chapitre I

§1) (ce qui justifie la présertation des propriétés précédentes dans le cas

simple) ; la statistique exhaustive pour (el,,,,,es) est
n n
T(X,,...,2 ) = (ST, (x.),..., £ T_(x.)) x, €ER P i=1,...,n
1 hed i=1 1 i i=1 s i i

dont la dimension ne dépend pas de n,
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Complétion et exhaustivité,

Les O-algébres (statistiques) i la fois exhaustiveset compl2tes
jouent un rbdle particulier (comme on le verra au chapitre III). La propriété
suivante de Lehmann-Scheffé [23] permet de répondre partiellement au probléme

de maximalité des O-algébres complétes posé au §1.

Théoréme II, 9,

Dans une structure statistique dominée ({, M ,pP) toute sous

O-algébre B de @ , exhaustive et quasi-compl&te est essentiellement équi-

s s - . . *
valente 3 la g-algébre exhaustive fP-minimum 8,

Démonstration,

si Bl et ﬁz sont deux O-algébres exhaustives telles que pour

B
tout A €@, P L(A) = P 5 (A) P-p.s alors Bl = BZ' Montrons qu'il en
P

s s ® feroxos .
est ainsi pour 8 et B/, On a B* c B par définition de 8* ; la fonc#ion
P

B%ﬁ

E=7P B (A) - P (A) est bornée et & -mesurable et jbfdP = 0 quelque soit

P E€EP ; B étant quasi-compléte, £ = 0, quelque soit A € Q%
P

Corollaire 1,

Soit Ge le sous~ensemble de & de toutes les O-algébres exhaustives,

si l'intersection s, n Gch est non vide, elle se réduit a (la classe d'équi-

*
valence essentielle de) & .
Ce qui signifie que si la CG-algébre exhaustive P-minimum est quasi-

compléte c'est une g-zalgébre quasi-compléte fP-maximale dans (ch (non

nécessairement unique),
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Corollaire 2.

Si la structure dominée (Q, 7 ,P) est quasi-compléte, il n'existe
pas de g-algebre exhaustive strictement contenue dans @ , (En effet, la

o-algébre exhaustive @P-minimum est équivalente 3 & ),

8§ 3. O-ALGEBRES ET STATISTIQUES LIBRES,

o

Définitiorn IT., 10.

Pour une structure statistique (Q,0 P = {Pe ; B = (91,92) €0 C:@1 X @2})

un_ensemble A € @, est libre (par rapport a ©) [resp. (par rapport 2 91)]

si PG(A) ne dévend pas de 6 dans ® [resp. de et_dans @1 N ® pour tout

0, fixé].

La restriction ne sera plus mentionnée dans les définitions puisque la
la liberté de A par rapport a 6, est identique & la liberté de A dans la

1
structure partielle (£, ,P' = {P 59 € @1 N 8}) pour tout 92 fixé,

el,ez

Une sous g-algébre ¥ de @ est libre si elle est constituée

d’ensembles libres, une statistique X : (Q,@a) - (E,F) est libre si la

g-algébre Xml(ﬁ‘) dans @ est libre,

Si X est wune statistique libre, sa loi de probabilité PeoX-1 sur

I'd

(£.9 ) ne dépend pas de 8 puisque la structure restreinte (Q,X_l(ﬁ'),pk—l

4’

est en fait un espace probabilisé, Tout ensemble libre par rapport a la
famille co(f) envelcoppe convexe de P dans M(Q,®) et si la structure statis-
tique est dominée, pour toute probabilité privilégide P§§ la loi de probabi-

.z x -1 .
1ité de X est P'o X = sur (g, 7).
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Si 91 joue le r8le de paramétre importun, une statistique X libre

par rapport & g, permet de 1'éliminer dans la structure image (I, ¥ ,po Xml),

Propriétés immédiates,

1. La classe £ de tous les ensembles libres dans @ est non vide :
elle contient @ , (3 et tous les ensembles P-négligeables et leurs complé-

mentaires ; de plus elle est g-additive, c'est-a-dire ([30] p. 19).
a, A, B € £ implique A+ B € £ si ANB =0 et A\NB ¢ £ si ADB ;
b, si {A_} est une suite croissante d'ensembles dans §
N neN

lim An e L.
n

La famille £ n'est pas en général une O-algébre, car elle n'est
pas nécessairement stable pour 1'intersection, (Dans [5] Basu et Ghosh donnent
des exemples trés particuliers de familles de mesures sur la droite, admettant

une O-algébre libre maximum ( £).).

La famille Gz de toutes les O-zlgdbres libres est

inductive pour 1'inclusion il existe donc dans £ des o-algébres libres

P-maximales,

2, Un ensemble A non équivalent a @ ou §) est libre si et seulement
8i la g-algebre engendrée par A n'est pas compléte, En effet, soit
c

o, =18 ,4,a

réelle étagée X

» €} ; si A est libre de probabilité & , la statistique

A 5" 0 pour tout © € ® et n'est

pas P-équivalente 2 0, Inversement, si Gb n'est pas compléte, il existe une

1, - o est telle que IQXdP

statistique réelle étagée X = % IA + azlAé telle que % et a, sornt non nuls

et alPe(A) + azPe(Ac) = 0 quelque soit 8 donc Pe(A) = et A est libre,

@2' 0,1



Définition IT, 11,

On dira que la structure statistique ({i, ®L,P) est faiblement com-

plete, si toute bipartition mesurable de (i engendre une (0-) algébre compléte,

11 est aloxs équivalent de dire qu'il n'existe pas d'ensemble libre

non trivial,

Si la structure statistique est quasi-~compléte, elle est faible-
mer:t compléte. Ces propriétés sont 3 rapprocher des corollaires 1 et 2 du

Théoréme II, G, :

Si la structure statistique est quasi-compléte la g-algébre

exhaustive pP-minimum est @ 1la U-algébre libre P-maximum est 80 = {g,0].

Des conditions suffisantes pour qu'une structure soit faiblement

incompléte seront données au chapitre IV,



- 40 -

§4. §-ALGEBRES ET STATISTIQUES INVARIANTES, -
APPLICATIONS,

Soit (Q, o ,P = {Pe ; © € @}) une structure statistique invariante

par rapport 2 un groupe G de transformations sur § (Chapitre I, définition I. 25)

Définition II, 12,

"Un ensemble A € ¢ est invariant par rapport au groupe G si

quelgue soit g € G on a g_l(A) = A,

Une sous O-algébre § de @& est invariante par rapport a G si
(%)

elle est constituée d'ensembles invariants . On note J

la g-algébre

G
invariante maximum, c'est~-3~dire, la g-algébre de tous les ensemHes inva-

riants par rapport a G dams @

Une statistique X : (£,@) = (Z£,F) est invariante [resp, inva-

- - E -1 - IS - . - -1 & &
riante maximale] si X (7 ) est une g-algébre invariante [resp. si X () = & 1",
— r
Remarques :

1. Cette définition ne fait pas intervenir la famille de probabi-
lités P, On peut exiger la propriété plus faible d'invariance essentielle
pour un ensemble A € & définie par g‘l(A) A A€ M(P), de méme pour uve
g-algeébre,

2. L'invariance de la o-algébre F implique 1'invariance de la struc-
ture restreinte (£, 7,@%) mais ces deux propriétés nesont pas équivalentes

car elles ne se référent pas aux mémes objets,

-

(%) -

Cette propriété est différente de 1l'invariance globale de Z ul serait
prop g q

feoo s -1, . .. e ez sos
définie par : g (v ) = F ; mais il n'y a pas d'ambiguité ici a utiliser

cette terminologie.
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3. La g-algebre Bo = i@,ﬂ} est invariante, d'aprés les hypothéses
faites sur G ; elle est invariante maximum, si le groupe G opére transiti-
vement dans (), et dans ce cas les seules statistiques invariantes sont les

constantes,

4, Les orbites de G dans () étant supposées O-mesurables, 1'espace
quotient (3/G est constitué des atomes de la g-algébre SG' ([30] p. 7)

Si Gy est une orbite, soit BT Gw, B # @0 , B ¢ 8G , supposons
qu’il existe @' € Gy et ' £€ B. Pour tout Wy € B, il existe g € G tel
que w' = gwl , comme gB = B pour tout g € G w' € B nécessairement, d'ol

la contradiction. Inversement, si A est un atome de J en remarquant

G’
qu'il ne peut &tre contenu que dans une seule orbite, il est nécessairement
égal a celle-ci,

Si /G a un nombre fini d'éléments, 8G est donc 1l'algeébre engendrée

par les orbites de G dans Q.

Proposition II, 13,

"Si la g-algébre J contient les parties de & réduites & un point,

une condition nécessdire et suffisante pour que la statistique

-~

(@, @) - (£,F) soit invariante par rapport a G est que pour tout g €G

on .ait Xog = X",

-1

Si Xog = X, quelque soit S € J on a X_I(S) =g (X—l(S)) donc

Xml(:f) est une g-algébre invariante dans .

Inversement, si X-l(:f) est invariante par rapport a G, quels que
soient s € Zet g €6, € X-l({s})est équivalent 3 gw € X_l({s}) par suite
X(gw) = X(w) pour tout w € {J et pour tout g € G, soit Xog = X. C'est-a-dire
que X est constante sur les orbites de G dans §i, Il existe donc une application
X : /G = Z telle que X =X o T,

o —" . ol

st
v




- La condition nécessaire se démontre directement, en utilisant
la remarque 4, et le fait que sous 1'hypothése faite sur J , toute appli-

cation mesurable X : (Q, SG) = (Z,F ) est constante sur les atomes de SG'

Corollaire 1.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une O-algébre &
dans ' soilt invariante par rapport au groupe G est que pour toute statis-

tique réelle X, 7 ~mesurable et pour tout g € G on ait Xog = X,

Corollaire 2,

S1 X est une statistique invariante maximale, 1'application
X

est injective,

I1 faut montrer que si X engendre 8G’ elle prend des valeurs
distinctes sur des orbites distinctes, Supposons que W et W' soient deux
points de £ apparterant 3 deux orbites distinctes O et 0' et que X(w) = X(w').
1O et 10, sont deux statistiques réelles G—mesurables, il existe une
fonction réelle me<irable h sur (Z,:F) telle que 1O = hoX on a 1O(w) =1 et
lo(w') =( d'ol hoX(w) = 1 et hoX(p') = or h(X(w)) = h(X(w')) pour tout

t: 4'ob la contradiction %

Pour caractériser complétement les statistiques invariantes maxi-

males, il est nécessalre d'utiliser le lemme suivant

Lemme ([22] p. 216)

Si l'application g% associée 3 X est injective, toute statistique

réelle invariante est fonction de X,

La condition sur X s'écrit : X(wl) = X(wz) = il existe g € G
tel que wz =g wl ; 8L Y est une statistique réelle invariante, on aura par
suite Y(wl) = Y(wz) il existe donc une fonction £ : ¥ =R  telle que
Y(w) = £X(w)) , w€Q .
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Remarque : f n'est pas nécessairement J -mesurable et on ne peut pas con~
;&lure que Y est X-l(f)—mesurable.

- Cependant si J est la famille de tous les sous-ensembles S de & tels

que X_l(S) € @,f est T -mesurable, en effet Y = £(X) et Y , @ -meusurable,
impliquent que pour tout borélien B € R , Y-l(B) €A et Y-l(B) = X_l(f-l(B))
done £71(8) e .

- Dans la plupart des cas pratiques, X est une statistique vectorielle et

la O-algeébre borélienne, si (Q, @) est (ugn,ﬂn) et s'il existe une statis-
tique vectorielle X' telle que la correspondance w = (x = X(w), x' = X"(w))
soit biunivoque et bi-mesurable ; si Y est une fonction mesurable de w, il
existe une fonction mesurable ¢ de (x,x') telle que Y(w) = ©o(X(w), X'(w))
dont la section en x', ¢x,(x) est mesurable, par suite si Y ne dépend que de

X, @ ne dépend que de x et f = @X,(x) pour tout x', est mesurable,

Proposition II. 14.

Dans 1l'une des coanditions précédentes, une condition nécessaire

et suffisante pour que la statistique X : (0,0 ) - (g, ¥) invariante par

rapport 3 G soit invariante maximale est que 1l'application : /G~ X

telle que X = Xorr soit injective,

- La condition nécessaire est le corollaire 2 de la proposition II., 13,
Pour la condition suffisante il faut montrer que si X est injective X
engendre SG’ On a Xfl(:f) c SG soit ¢ € SG , la statistique réelle 1C
est invariante, il existe d'aprés le lemme et les conditions de la remarque
une application J -mesurable f telle que 1G = foX donc H& est X.l(:f)-me—

surable, soit ¢ € X-l(j) et X-l(ﬂ) = SG . %

Proposition ITI, 15. Principe de réduction par invariance,

Supposons @ muni d'une o-algébre ‘G rendant mesurables les trans-

formations g du groupe G opérant dans ® et telle que P, soit une probabilité

e
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de transition de ®,°6) vers (Q,@). Soit 3= la g-algébre invariante maximum

G
dans C par rapport a G, alors ,

L.a restriction P

9,36 de Pe‘g SG (Pe € P) est une probabilité de

transition de (@,55).

Démonstration,

I1 faut montrer que quelque soit F ¢ SG’ la fonction de 8, PO(F)
est Sa -mesurable, Or, si F € SG’ pour tout g € G on a g—l(F) = F donc
pour tout B € ® et pour tout g € G, Pe(g-l(F)) = Pg(e)

derniére égalité montre que la fonction réelle P,(F) est invariante par

(F) = Pe(F)' Cette
rapport au groupe G sur @, donc sa—mesurable.

Corollaire 1,

- L'image de toute statistique réelle X invariante par
rapport au groupe G sur {} est invariante par rapport au groupe G sur @. (11
suffit d'appliquer la proposition I. 18 au résultat de la propcsition

précédente),

Corcllaire 2,

Si G est transitif sur 8, SG est une g-algébre libre pour la struc-

ture en effet, sous cette condition, 5— = {0 , donc pour tout F , la

fonction P.(F) §=-mesurable d'aprés la pro osition, est constante,
o p prop

Gorollaire 3,

Si G est réduit a la transforuition identique sur @ , et si la

structure est dominée , BG est une O-algébre exhaustive,
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La condition sur G signifie que pour tout & € ® et tout g € G ;

3

g(g) = @, autrement dit, que les probabilités P_ € P sont des mesures

8
invariantes par rapport & g, sur (), @) au sens habituel du terme :
Pour tout § € @ et g € G,

Pe(g—l(A)) = Pé(e)(A) = Pe(A) soit Peog = P_ pour tout 6 et g

e

Si P* est une probabilité privilégiée, pour tout A € @ et tout

g €G :

ety =5 ¢, p

-1
. (g (A)) =2 ¢
i>1 & ° i>1

)(A) =% ¢, P
1

g (A = Pr(A)
i>1

1 Pé(ei i

i

. * x - - 5
soit P*og = P pour tout g € G, P° est une mesure invariante par rapport a .,

Par suite, pour tout § € @ 1l existe une version (P*) SG -mesurable de 1la

dp (%)
densité —-ﬁ .
dp
- La condition sur G signifie aussi que .= , donc maximum,

G

On note la correspondance J_ - :Ka donnée dans les corollaires 2

G
et 3, Si 5@ est maximum (= T), J . est exhaustive ; si §

G
= ({6,8]), 3

G est minimum
est 1libre,
G

Exemples II, 16,

()
1. Une structure d'échantillon (R ,R,p)" est invariante par rapport

au groupe G des nl. permutations des coordonnées du vecteur des n observations

-~

Une statistique invariante maximale par rapport a.G est la statistique

d'ordre X
o

) 311 p. 3 Ge (€]

(x*)de 1'exemple I, 26 (2).



(< <),
- n

(cf, exemple II, 1). De plus, par définition P est une famille de proba-
bilités invariantes par rapport & G, G vérifie la condition du corollaire 3,
et XO est une statistique exhaustive,
_ 1 n
2, Dans 1l'exemple I. 26 (1) , soient x == I x, et
n A
el "
A=Z (Xi -X) (xi - %) respectivement la moyenne et la matrice de
i=1
covariance empiriques de 1'échantillon., On montre ([1] p. 115) que 1la
t- =1 -
statistique X = x A 1 x est invariante maximale par rapport au groupe
linéaire G opérant sur chaque coordonnée (cf. ex.).
Mais le groupe G associé n'est transitif que si 1'on suppose
m =0, En effet, quelle que soit A € § ; , 11 existe une matrice ¢ € G
t
telle que ¢ A "0 = I, Le corollaire 2 implique que la statistique réelle

t- -1 = -
X = x A x est libre pour la structure

n
(RP,R7, 80,0, ¢ D" 5 n>p.
P
Si p = 1, la structure (ugp,RP,N(m,g) + )% est
(m,0) € R x R
invariante par rapport au groupe linéaire G :
-
ga’b(xl’...’xn) = (axl + b3°°°!axn + b) ; a E ('R.I s b E.IR-.

Le groupe G est défini par éa b(m,c) = (am + b, ao), il est tran-

sitif, puisque (0,1) appartient a l'orbite de tout couple (m,g).
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Une statistique invariante maximale pour G -donc libre-~ est :

X1~X Xn-;{
X(Xlgosoax)=(——_ 3 se s ,_————-)
n

s s

2 c A 2 -
ol X et s~ sont la moyenne et la variance empiriquegde 1'échantillon,.

- Les considérations d'invariance dans une structure statistique

sont donc tres utiles pour la construction de statistiques libres,
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DUALITE DES NOTIONS DE LIBERTE ET D'EXHAUSTIVITE,

LIBERTE CONDITIONNELLE - APPLICATIONS,



DUALITE DES NOTIONS DE LIBERTE ET D'EXHAUSTIVITE,

LIBERTE CONDITIONNELLE - APPLICATIONS.

Dans ce chapitre nous étudions d'fférents aspects de la dualité
des notions de statistique libre et de statistique exhaustive, Le premier
paragraphe est consacré aux théordmes classiques d'indépendance stoc astique
de telles statistiques sur une méme structure,., Au paragraphe 2, on étudie la
décomposition optimale de l'information sur le paramétre, contenue dans un
échantillon empirique, en donnant quelques exemples, Puis on présente la
notion de liberté conditionnelle pour une statistique, dont la liberté et
1'exhaustivité apparaissent comme une extrapolation ; une caractérisation
en est donnée ainsi qu'une extension des théorémes d'indépendance utili-
sant la notion de complétion conditionnelle, fournissant ainsi une condition
de transitivité pour une suite exhaustive de statistiques dans une structure
séquentielle,

Enfin, on présente la notion plus générale de sous-espaces de
statistiques partiellement exhaustifs iIntroduits par LINNIK et KAGAN et

quelques applications & la théorie de l'estimation sans biais,
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Dans tout ce chapitre, la structure statistique générale

Q,o,p = {Pe, 6 = (91’ 92) €8C O x ®2}) est donnée une fois pour toutes,

@ désigne la famille des sous g-algébres de @& , @, la plus petite :

{6.03.

§ 1. THEOREMES D'INDEPENDANCE ENTRE LES o - ALGEBRES (STATISTIQUES)

LIBRES ET EXHAUSTIVES.

Pour toute mesure cohérante de la quantité d'information statis~
tique sur le paramdtre § il est clair que celle contenue dans une g-algébre
ou une statistique exhaustive doit eétre maximum c'est-a-dire identique 3
celle de @ ou de 1'échantillon tandis que celle contenue dans une g-algebre
ou une statistique libre doit &tre nulle, (C'est le cas pour 1'information
de R, A. FISHER). Ceci est illustré par les théorémes d'indépendance rappelés

dans ce paragraphe,
On utilisera la terminologie suivante :

Une statistique réelle X € Ll(Q,Cl,P) est libre en moyenne condition-

nelle & un: sous g-algdbre & de @ - ou se "projette sur & "~ s'il

existe une détermination de 1'espérance conditionnelle EG(X) qui ne dépende
0 P

pas de 6, Elle est de structure de Neyman par rapport & F si cette version

(%)

est @, -mesurable (Eg(X) = g quelque soit & ¢ @).
o

Un ensemble A € (L est libre conditionnellement 3 & [resp. de

Structure de Neyman par rapport & & ] si la statistique réelle 1A se

(%)

Cette définition est généralement donnée pour une O-algébre & exhaus-

tive, mais elle peut &tre utile aussi lorsque F est quelconque.
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projette sur k3 [resp. est de structure de Neyman par rapport a & ]

2.

Si & = @ , X [resp. A] est libre en moyenne [resp. librel,
o

Lemme de Lehmann - Scheffé ([23])

Une sous O-algébre & de @L est compléte [resp. quasi-compléte]

dans la structure (£, ,P) si et seulement si toute statistique réelle,

pP-intégrable [resp. bornée], libre en moyenne et se projetant sur & est

de structure de Neyman par rapport & &

La démonstration de cette propriété importante est facile, elle
sera donnée au § 3 dans un cadre plus général, Outre son utilisation dans

le théoréme suivant, elle sert a caractériser tous les ensembles libres,

puisqu’elle entrafne en particulier que

Tout ensemble libre est de struture de Neyman par rapport & une

g-algébre exhaustive quasi-compléte et inversement,

Théor&éme TIII, 1.

Soit B € & une g-algébre exhaustive quasi-compléte, Toute

g-algébre libre % € & est indépendante de & dans 1'espace probabilisé

(Q,Gl,Pe) quelque soit 6 € @,

Seit C € ¢ , d'aprés la propriété précédente Pég(C) = Py ) = ¢
quelque soit © € ® et pour tout B € B , et tout 8,

(®). p_ (C).

= 8 { = =
Pe(B ne = jB Py () e, = a P, (B) Py 5
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Théoréme III, 2,

Soit 8 € & une g-algdbre exhaustive, Si les probabilités de 1la

famille P ne sont pas étrangeres deux & deux sur 8B , toute g-algébre

indépendante de & dans tous les espaces probabilisés (Q,G,Pe), g E@

est libre,

Soit % € & une o-algébre indépendante de & pour tout

P s it
eEp sol

= = B
Be B,Cc¥, Pe(B N C) = P, (8).2 (C) = PR (9] de_ alors,

J“B [p 8 (c) - Pe(c)]dPe = 0 quelsque soient B € B et 5§ € .

Donc : PB(C) = Pe(C), ‘Pe - p. § pour tout 8,
L'hypoth&se faite sur la famille P implique que

8, 8' ¢ @,{PB(.(‘:) =P, @©1}n {PB (c) - Pe,(c) } #¢ et C est libre,

On note que cette hypothése est essentielle, comme le montre le

contre exemple classique de Basu:.

1 1 1

2
Dans la structure (R,R, W (g~ =, 6+=)30€22Z + =) les statis-~
2 2 2
tiques Xl(xl,xz) - x et X2(X1’X2) — x, sont exhaustives et indépendantes,

ce qui contredit le théoréme,

Exemple III, 3.

Dans 1a structure

(R,R,{N(m,5) ; (m,0) ¢ R x R })n x (R,R, {N(m',g") ; (»',0') € Rx [R+ })n
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correspondant a 1'échantillon (xl,..xn ; yl,...yn) soient
1 n 1 n 9 1 n
_=— —=— S = - __ .
X F Xy s y .Z ¥y , x .Z (Xi %) :
n 1=l n 1 n i=1
1 n
2 == 5 Gy, - .
y n i=1

Pour des raisons évidentes d'invariance (cf. Exemple II, 16),

la statistique

est libre par rapport 2 & = (m, m', o, 0').

2

s, S;) est exhaustive compléte (cf, Exemple II. 4.),

La statistique ¥ = (%, vy, .

pour §. Elles sont donc indépendantes quels que soient m, m', g, et g', de
méme que les statistiques £(X) et gly) ot £ et g sont des fonctions mesurables

resp’:.. ivement sur RZn et Rz X Ri , en particulier, le coefficient de

corrélation empirique
1

n
ZI=1 (x; =~ %) (y; - 9) / sty

R =

o

o]

est une statistique indépendante de Y, ce qui est long & montrer directement,
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§ 2. DECOMPOSITION D'UNE STRUCTURE STATISTIQUE,

Etant donnés les Tiens de complémentarité entre les notions de
liberté et d'exhaustivité et 1'utilité dans certains cas de disposer de
statistiques libres, 1l est intéressant d'étudier dans quelles conditions,
il est possible de "décomposer 1l'information" contenue dans un échantillon
empirique ; nous proposons ici une approche du probléme. Il est bien entendu
nécessaire ici de supposer que la structure statistique (,l,P) est faible-
ment incompléte (définition II, 11) c'est-a-dire possédant des ensembles

libres non triviaux dans @ ,

Définition III, 4,

On appelle décomposition de la structure faiblement incompldte et

dominée (), @ ,P) tout couple (¢, RB) de sous O-algdbres engendrant (O, ol

¢ est libre et 8 exhaustive,

On adopte la meme définition pour une statistique

D=(X, ¥) : (2, &) - (A x I, Lo ) lorsque les O-algébres X-l(fv) et

Y-l(tf) forment une décomposition de (2, AL,P),

Une décomposition est intéressante si elle est optimale au sens

ou € est une 0-algdbre libre P-maximale et B est exhaustive P-minimum.

Proposition III, 5,

Une condition suffisante pour qu'une décomposition (€, 8) soit

une décomposition optimale est que R soit quasi-compldte, € et B sont

a

o]

alors indépendantes pour tout P &€ P et (GAIB

DN
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a) Soit B* la g-algébre exhaustive P-minimum pour la structure
dominée (Q, @ ,P). B est exhaustive par définition, le théordme II., 9,

implique B = B,
(5

b) Supposons qu'il existe une g-algébre %' libre et contenant
strictement ¢ ,
On a encore ‘C'A B = ao puisque 8 est quasi-compléte, Donc
P
©vB (=@) est strictement contenue dans ' v B ce qui est impos-

sible puisque €'V B c A, %

Si D = (X,Y) est une décomposition ol Y est une statistique quasi-
compléte la structure image par D, de (2, A,P) est une structure produit

(au sens de la définition I. 8.).

Mxs &3 .0 h=0L, N hx@d, pov D

puisque X et Y sont indépendantes pour tout P € §, (P* est une probabilité

privilégiée dominant P).

Remarquons que cette proposition permet de voir si une O-algébre

libre est P-maximale,.

Exemples ITI, 6.

1. La structure d'échantillon (R ,R,P{N(8,1) ; 6 € R})n admet la

décomposition optimale : D = (X , Y) : R.n - R?—l x R
1 n n
X=(x,~— & x_,..,, x_ =% %)
2 . i n ._ i
n i=1 i=1
(xl,.,.,xn) D (xl,...,xn) = I =
Y==— Z X -
n i=1
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L'application D : R™ = R" est biunivoque et bimesurable, Donc

(%X,Y) engendre bien R" Y est exhaustive compléte, P-minimum ; X est libre
par invariance (Proposition II. 15 Corollaire 2 et Exemple II, 16). X est donc

une statistique libre P-maximale,

Il en est de m@me pour la décomposition :

Vo= (Y ~ " = - -
D (X', Y) od X (x2 Kis eee s X xl)

n
2, Soit (R ,R,P) ob P désigne la famille de toutes les lois de
probabilité absolument continues sur R . Une décomposition optimile de cette

structure est

* x
(X1’°"’Xn) - (X = (rl,...,rn) ;Y = (xl,..,,xn))
ol (rl, ,,.,rn) est une permutation de {1, 2, ...n} définie a partir de
1'échantillon par ri = rang de x:,L dans la suite Y = xf < ... < xj. Y étant

la statistique d'ordre exhaustive déja envisagée, (cf. exemple II, 16) Y est

compléte comme il est démontré dans [22] p. 133 ; donc P-minimum,

X est une statistique maximale invariante par rapport au groupe des

transformations opérant sur chaque observation :

g €G, (5,, vvo., x ) —(g(x,), ..., g(x)) ol g est une fonction
1 n 1 n

continue strictement croissante de R dans R . On montre que le groupe G
associé, sur P est transitif (23 p. 254). X est donc une statistique libre

p-maximale,

La O-algeébre engendrée par X dans Rn, est la g-algebre finie

. s n P
engendrée par la partition de R = des n:! cones de sommet O dont les généra-

trices sont les droites x, =x, = ,,, = X 3 IL<i < ... 1 <0,
11 i, ip -1 P~
p=1, ..., n,

La g-algébre engendrée par Y dans Rn est la g-aligébre des ensembles

boréliens symétriques par rapport & la droite XY ® e X5 déjz envisagée

dans l'exemple II, 1,
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§ 3. LIBERTE CONDITIONNELLE ET THEOREME

D'INDEPENDANCE CONDITIONNELLE.

11 apparalt que la définition de 1'exhaustivité s'exprime en

"

termes de liberté par rapport 2 une '"loi" de probabilité conditionnelle ; on

étend ici la notion de liberté i celle de liberté conditionnelle. Cette
démarche n'est pas icl motivée par la résolution d'un probléme pratique par-
ticulier, mais elle améne & considérer une relation sur 1l'ensemble & des

sous O-algébres de O qui illustre: bien la dualité des deux notions,

1, Définitions et notation,

On considére la structure statistique générale donnée au début
du chapitre. Soient X wune famille de parties, et & une g-algdbre

dans O. ,

Définition III. 7.

On dira que ¥ est libre conditionnellement a3 B par rapport

4 8 [resp. 91] si tout ensemble H dans X est libre conditionnellement 2

8 par rapport 3 @ [resp. 91]. C'est~a-dire qu'il existe une détermination

de P:(H) qui soit indépendante de 6 [resp. de el],

On note 3 L B , [resp. ¥ | 8 1.
©
1

La restriction 2a 91 revient a se placer dans une structure partielle
(ez fixé), elle ne sera donc pas mentionnée dans les autres définitions ou

propriétés générales,
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Propriété TIII., 8,

Soit g (¥ ) la g-algdbre engendrée par ¥ . si X L B et

si toute intersection finie d'ensembles de ¥ est libre conditionnel-

lement 34 B alors g (X)) L B

La classe ¥ 1 constituée de @, et des ensembles tels que H ou u°

appartienne 1 3 ¥ est telle que ¥ 1 L 8 |, La classe X , des intersec-

tions finies d'ensembles de X L est telle que X 9 L 8 par hypothése;

la classe X 5 des sommes finies d'ensembles de S‘Cz deux i deux disjoints
qui est l'algébre de Boole engendrée par ¥ vérifie 3-C3 L. 8 , Enfin 1a
propriété. se conserve pour la’ classe monotone G(K) engendrée par }C3 en vertu
des propriétés de continuité de l'espérance conditionnelle, %

On étudie maintenant le cas od X est une O-algeébre,

Proposition IITI, 9,

Soient ¥ et B deux g-algébres dans A , Une condition néces~

saire et suffisante pour que € L. 8 est que (Yv B8) L B,

La condition suffisante est évidente ; inversement, il suffit de
remarquer que la famille % U B vérifie les conditions de la propriété III., 8
(€ UB)YL B et pour tout C € ¢ ettoutBEB,P:(BnC)=
1.2 (0) = p8BNC) dme (CNBIL B. %

Dire que & est exhaustive relativement 3 € n'a pas de sens

si € ne contient pas 8 , mais la proposition précédente montre que €L B

.

est équivalent a : B est exhaustive dans la structure restreinte

Q, 6v a8 ’P‘szs

Cas particuliers

O | B est équivalent.. 3 : " B est exhaustive",

" @ est libre".

¢ L @‘o est équivalent: .

)
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-si ¢ et B sont engendrées respectivement par des statistiques X et Y
sur la structure, 3 valeurs dans (Zx,:fx) et (Z&, jy) on dit que X est libre

conditionnellement & Y par rgport a © [resp. 91] et on note encore X L Y

[resp., X L YI.
%

Lorsque X et Y sont desstatistiques vectorielles par exemple,
X L. Y signifie que pour tout Y = y fixé, la loi de probabilité condition~
nelle de X &2 Y = y est indépendant.. du paramétre, La proposition III. 9,
exprime que X L Y est équivalente a (X,Y) L Y ; si 1'on pose T = (X,Y)
cela signifie aussi que sur la structure image de (Q,@Q ,P) par T, soit
(ZX X Zy s :fx ® tfy, o T—l) la statistique Y définie par (x,y) = vy est

exhaustive,

Exemple III. 9.

Soit la structure statistique de type exponentiel (définition I, 6.)

dp

dy

dp s ~ s
—2 (x) = C(B) exp (£ 0.T.(x)} h(x) ;xe€RrRP, 6= (8,,..,8) c0C & .
dLL J=1 3] s

Pour un entier r tel que 1 < r < s posons :

1 _ 2
g = (¢ ,..,,er) , 0

1 = (8

r+1,...,es> ; Ulx) = (T, (2), .0, T (X)) 5

V(x) = (Tr+1(X)’°'°’ Ts(x)) de sorte que T = (U,V).

Sur cette structure U est libre conditionnellement & V par rapport
a6 .U L V] de méme V est libre conditionnellement & U par rapport i 61.

2

S)

[v L ul.
1
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En effet, en se reportant 2 la démonstration du théoréme II, 3, 1la

structure image de (1) par T est ( RS,RS,{PS 0 T—1 ; 6 € ©}) ot les lois

~

-1 . - s
Pe o T ~ont pour densité par rapport & la mesure m = V 4 T 1 sur R

(v = h.py)

(£) =c(p) exp (K 5,£>) ; 6 €T R 5 ¢ € RS,

fT(t) =

qui s'écrit aussi,

£ V(;,v) = C(9) exp el,u >+ < *2, v> ).

En intégrant cette densité en u par rapport & la désintégration
m, (u) de m par rapport & v on obtient la densité de V :

2 1
- <9 ,v> <8 ,u>
fV(v) = C(p) e f e dmv(u)

R
d'ot la densité de la loi de probabilité de U conditionnelle & V = v, par

rapport 2 la mesure mv(u) :

<91,u>
e

- . ueE R , B € 6 nR
<8+, u>
fv(v) ﬁRr e dmv(u)

fU,V(u’V)

La loi de probabilité de U conditionnelle & V = v est indépen-
2
dante de § . C'est encore une loi de type exponentiel de paramitre naturel

S eTnr . %

Comme au chapitre IT § 2 on obtient une définition équivalente

et des propriétés de projection :



Une condition nécessaire et suffisante pour que €L B est que

pour toute statistique réelle positive X, ¢ -mesurable, pP-intégra le il

existe une statistique réelle positive, 8 -mesurable X telle que :

f (X-%).2zdp_ =0 pour tout © € @,
0 e

pour toute statistique réelle positive Z, 8 -mesurable et pP-intégraf.le.

Cette condition qul se déduit de la définition ci-dessus et des
propriétés de 1'espérance conditionnelle exprime une relation d'orthogo-
nalité dans Ll(Q,El,P). Celle - ci sera définie au § 4, et permettra de
généraliser ces notions de liberté conditionnelle aux "systémes partiel-

lement exhaustifs" de KAGAN.

2, Propriétés de la relation L sur @& .

- Si B est une g-algdbre fixée dans @, la classe ££3 de tous les ensembles

libres conditionnellement & B dans @ est non vide et 0-additive elle

posséde en fait les 'v.8mes propriétés que la classe £ (= ) ) de tous les
!

ensembles libres, envisagée au chapitre II § 3, en particulier il existe

dans & 3 des g-algeébres libres conditionnellement & 8 , P-maximales.

- Si maintenant % est fixée, la relation € LB n'entraine pas néces-

sairement ¢ L B8' pour B' contenant &8 sauf si la structure (, @ ,B) est
dominée et si &' c €V 8 d'aprés la proposition III. 9) l'existence d'une
g~algébre B* P-minimum vérifiant ¢ L B¥En'est donc pas assurée dans le

cas général),
On peut illustrer ce fait par le contre~exemple suivant :
2
Soit la structure statistique (R ,Rz, {N(O,A(8)) ; 'Gl < 1})n

correspondant 2 1'échantillon (Xl,yl), cens (xn,yn) ou les (Xi’yi) sont des
couples indépendant:: de variables aléatoires normales rentrées réduites de
coefficient de corrélation © inconnu.A(9) est la matrice de covariance (1 9)

8 1
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Les statistiques X [(xl,yl), T (Xn’yn>] - (Xl’ ..o,Xn) s

et Y [(Xl’yl)’ ces (xn,yn)] - (yl, o..;Y.n)

sont libres. Soient % et B 1les g-algebres libres qu'elles engendrent
respectivement dans R Zn' C'est-a-dire R ™, On a donc ¢ L (’lo et B D ao

. 2n . .
mais non 6 L B car ¥ B=R et 8B serait exhaustive, %

On remarque dque le couple (X,Y) de statistiques libres sur cette
structure constitue une statistique exhaustive, d'ol 1'importance des pro-
priétés d'indépendance :

plus précisément on peut énoncer les propriétés suivantes :

Soient % ume O-algébre libre et B une g-algébre quelconque,

alors,
15 B quasi-compléte et 4L ® 5 Yet 8 1indépendantes pour toute
loi P € p.

29 © et B indépendantes pour toue loi P e = €L B
Ces deux propriétés sont en fait des conséquences directes des
démonstrations des théorémes III. 1 et III., 2, La deuxiéme a pour corollaire

compte tenu de la proposition III, 9 :

Si % est une g-algébre libre, toute g-algdbre B indépendante

de € pour toute loi P € P et telle que ¥ v 8=, est exhaustive, (et

fournit donc une décomposition de la structure).

3. Caractérisation de la liberté conditionnelle,

- La proposition III, 9. et son iInterprétation suggérent
d'appliquer ici le théoréme de factorisation de FISHER-NEYMAN pour obtenir
une caractérisation de la liberté conditionnelle,

Si la structure statistique ({J, A,P = {Pe ; 8¢ B®}) est dominée,
soient Px une probabilité privilégiée, et € et B des sous g-algébres

de @ . On peut supposer € > B sans restreindre la généralité,
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Proposition III, 10.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ¥ L 8 dans la

structure ({I, @ ,P) est qu'il existe pour chaque 9 € ® une P*-version B -

¢ dp
mesurable de la fonction E_x (""E ).

P a Pﬂﬁ

Pour tout © € O, Pe est absolument continue par rapport a Px

entraine que 12 restriction Pe € est absolument continue par rapport a la

3

¢ dPg %

restriction Pf@ . EP* (——;) est par définition la (classe de P -équivalence)
dp

dp
variable aléatoire __ﬁzﬁ_- ([30] p. 114).
dp ¢

On applique alors le théoréme II, 2. a la structure restreinte

, 6, .
Q Pg) %*

Corollaire 1,

Quelle que soit la O-algeébre ¥ dans @ , il existe une g-al-~

gébre 8 * P-minimum contenue dans ¥ telle que e L 15%.

Corollaire 2,

Si 1la famille P = {Pe : 6 € @} est dominée par une mesure positive

o~-finie y sur (3,@ ), une condition nécessaire et suffisante pour que 4L &

(€ < ® ) dans la structure ({2, @ ,P) est qu'il existe :

1°) - Une :fonctior. numérique, mesurable h, non négative sur ({, @) ,
2°) - Pour tout © € ®, une fonction numérique gy> DOD négative

et B -mesurable,
3°) - Pour tout & € @, une fonction numérique f_ mesurable sur

e
(Q, @) vérifiant :
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Ez(f . h) =0 u-p.s pour tout § € @

8
telles que :
dPe
— (w) = [ge(w) + fe(w)]. h (w) WeR, 5€06. %
dy

- Si % et B sont engendrées par des statistiques vectorielles X et Y
sur la structure (Y fonction de X), 1la condition ci-dessus pour X L Y
dp

s'écrit:——g (w) = [gé (Y(w) + fe(w)].h(w) , ol gé est une fonction réelle
dy

sur l'espace des valeurs de Y telle que &g = gé 0o Y et fe vérifie

EM (fe.th X) =0 u.p.s pour tout 6,

Démontrons le corollaire en termes de statistiques,
dPG 1
D'aprés la proposition, EPx(——; / X) soit e&tre Y ~(.)-mesurable,
dp
donc il existe une fonction gé non négative, mesurable sur 1l'espace des
valeurs de Y telle que
dp

8
Ex (—=/X) =g'o¥Y
P ap* 0

ce qui équivaut 2 :

dp
-—§<w>=g'e<v(w>>+f<w>, wWeE n , 6€0.
dp ®

n

avec Ep% (fe / X} = ¢  pour tout & ;

dp dap ap* dp

] ; en posant h(w) = — (w) ,
dy, dp du dp

x
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dP
on obtient : ( [ge(Y(w)) + £ (w)] h(w)
{du
®
[ Ey (f alx = pour tait © € @, %
W-p.s
si ¢ = @ | on retrouve le critére d'exhaustivité de B en prenant
fe = ¢ pour tout 8,
si ® = {f,qn}, ces relations constituent un critére de liberté de

on obtient :

—ﬁ (@) = [7(g) + £ ()] h(w)
u 8

la fonction ¢(8) indépendante de w ne peut &tre égale qu'a 1 car

(D =E, (—D et E [0 (—DI=k, D=1
P dp P P dp P° dp

d'ott, % est une O-algdbre libre si et seulement si

dp

—8 () =1+ £,(0)] h(w)
dy

(2)

(fe) =0 pour tout 8§ € O,

- . . N x .
On retrouve ici le fait que la restriction a € de Pe est P, puisque

¢
¢ dPe
E g (—= -1) = 0 pour tout 6 € @

*
P dp
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Ce qui s'écrit

dp

]
f - dPﬁ = j dP§ pour tout C € ¥
c dP* C

Mais ce critére de liberté, a partir des densités de probabilité
de la structure, au contraire du critére d'exhaustivité, est trés peu ¢om-
mode & vérifier du fait que dans les relations (2) la statistique libre
n'apparatt pas explicitement, et il est plus simple en pratique de vérifier

directement que sa loi de probabilité ne dépend pas du paramétre.

I1 en est de méme dans le cas général pour la vérification de
€. 8 ; a titre d'exemple explicitons les relations (1) dans un cas
trés simple
Soit (R ,R,{pe ; 8 € @})n une structure exponentielle d'échantil-

lon, ot la densité par rapport & la mesure de Lebesque est de la forme

ox ~
pe(x) = C(8) e h(x) ; Bepgc R
La densité de 1l'échantillon est p: (xl,...,xn) =
n n n
[C(8)] exp {6. & xi} m h(Xi) ; il est clair que
i=]1 i=
n-1
sur cette structure, la statistique Y définie par (xl,...xn) - I ox
i=1

est exhaustive relativement 3 la statistique X définie par

X )

(X1’°°'Xn) - (xl,o.. 1

&Soit X L. Y; on a évidement E (pg (Xl,c..xn)iX) =p (x



- 67 -

2l

-1
5 (xi,...x )

. n
et la fonction fB(X) h(x) est donc pe (xl,...xn) -p -1

On peut en effet écrire la densité de 1'échantillon

n~1 n-l n-1
PGk ) = c@1™ %Y L k) + [l ™ e FL [o(e) e¥m(x ) -1] 7 h(x,)

i=1 i=1

et on a bien E[C(8) eexn h(Xn) -ijk] = 0.
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4, Propriété d'indépendance conditionnelle,

On remarque qu'il est possible de généraliser le lemme de
Lehmann ~ Scheffé ( §1) pour obtenir un théorzme d'indépendance conditionnelle
entre des g-algébres (statistiques) conditionnellement libres et exhaustives

généralement ainsi le théoreme III. 1.

Définition III, 12,

Soient & et ¥ ' deux sous g-algibres de @ , On dit que &'

est compléte [resp, quasi-compl&te] conditionnellement &4 & dans la struc-

ture statistique (,@ ,P = {Pe ; 9 € @) si pour toute statistique réelle
X €L (Q, &',P_,) [resp. X € L (Q, F',p ,)] telle que :
1 g [--] 3

quelque soit F € F , IQX lF dPe =0 pour tout 8 € @,

alors X =0.

P
R

I1 est équivalent de dire : Pour toute statistique réelle X,

P-intégrable [resp., essentiellement borné] et & '-mesurable 1la relation

[EP3 (X) =0 pour tout €] entraine X =0
6 © £
&
ce qui justifie la terminologie,
On retrouve la notion habituelle de complétion de 3 ', en prenant
T =Q , 81 F'= O on dira que la structure ({J, D ,P) est compléte

0
conditionnellement & la g-algébre &

Remarquons que si la structure est compléte, elle est compléte

conditionnellement & toute sous O-algébre de @& puilsque

F
EX)=90 = J’ X dp pour tout 6 = X =0,
e Q 8 P



On donne la méme définition pour deux statistiques vectorielles

X et X' sur la structure,engendrant des O-algébres dans @ possédant cette

propriété,
_ k k - k' k!
Si X : (,4) - (R ,R) et X' : Ea)-(R ,R )
Soit Pe=§, la loi de probabilité conditionnelle de X' quand X = x, sur
3
k!

& . .. . .
(R LR ) dire que X' est compléte conditionnellement & X est équivalent

a3 dire que la "structure conditionnelle"

k' k' X= X
(KR :R ) {Pe ;l 9 E @9 X e RK.}) est completeu

Exemple IITI, 12,

-~

En se reportant a l'exemple III, 9, on constate que le couple
(U,V) de statistiques sur la structure exponentielle vérifie ces conditious ;
1'une est compléte conditionnellement 3 1'autre en vertu du théoréme II, 3;

puisque les "structures conditionnelled' sont de type exponentiel,

Lemme IITI. 13,

Soient 3 et $ ' des sous g-algdbres de @ telles que & < & ',

Une condition nécessaire et suffisante pour que & ‘!

soit compléte [resp.
quasi-compléte] conditionnellement 3 & dans 1la structure (Q,0.,P = {Pe})
et que pour toute statistique réelle [resp. bormée] X € Ll(Q,Gl,@) gui se

]
projette sur ¥ et sur F' on aitﬁEg (X) = E g (XY, P-p.s.

e 1
(C'est-a-dire : il existe une version () % -mesurable de E 3 (x)).

Démonstration,

C. N. Soit X une statistique réelle P-intégrable [resp., bornée]

-~

libre en moyenne conditionnelle par rapport 2 & et a &', La statistique

réelle Y = E g-(X) -5 (X) est & '-mesurable et telle que
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Ei(Y) = 0 pour tout 6 donc Y = O,
(S e

C. S. Supposons que 3 ' ne soit pas compléte [resp. quasi-
compléte] conditionnellement & & il existe une statistique réelle,
p-intégrable [resp, bornée], & '-mesurable, non nulle P-p,s, telle que
pour tout 9, Ez(X) =0 ; X est libre en moyenne conditionnelle 2 F et

P

1] ]
a & ' et E & (X) = E g (X) entraine E & (X) =X =0 d'od la contradiction, %
P P

-~ Le lemme de Lehman - Scheffé s'obtient en prenant & = Elo

On en déduit que si la structure ({}, & ,P) est quasi-compléte conditionnel-
lement 2 une sous C-algébre & de @, la plus grande O-algdbre ¥ telle
LB est p-équivalente 3 B .

Définition III. 14,

Dans un espace probabilisé ({J,® ,P) deux sous g-algdbres ¥ et g '

de O, sont dites indépendantes conditionnellement 3 une troisidme & " si

pour tout F € & et F'e '

p ¥ NEF') =P g"(F).P 5"(5") s P.S.

On démontre ([29] p. 52) que pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit
que pour tout F'e F' on ait :

Ivs" 3"

P (F') =P (F') , p.s.

On a alors la propriété d'indépendance généralisant celle du théoréme IIT. 1:
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Proposition IIT, 15,

Soit, ® une O-algébre contenue dans une g-algébre & ' exhaus-

tive quasi-compléte conditionnellement 3 8B dans la structure (Q,@,P).

Toute O-algébre € 1libre conditionnellement 3 »B , est indépendante de R'

conditionnellement & B pour toute loi P ¢ P.

1
D'aprés le lemme III. 13, P s (c) = E’g(c),p,s. pour tout P € §

et pour tout C € § .,
B'V R B
C'est-3a-dire, P (C) =P " (C) il suffit d'appliquer 1la

définition III. 14.

Agglication.

Soit (), @, {(a,n} P={P

neEN ; & € 8}) une structure séquentielle
(chapitre I. §2),

e
Une famille { Bn}némi de sous o-algébres de @O est dite séquentiellement
exhaustive si :
a) B < @ pour tout n ;
n n

b) Gln.L_ Bn pour tout n dans la structure (Q,@L,P) .

Elle est séquentiellment exhaustive transitive, si de plus

c our tout n 1 et sont indépendantes
) P o > , (Bn+1 a, ndép n

conditionnellement 2 an pour tout Pe € P,

(cf, [1:3] p. 334).
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Proposition III, 16,

Une condition suffisante pour que la famille {Bn}n>1 séquentiel-

lement exhaustive, solt transitive est que Bn\/, Bn+1 soit quasi-compléte

conditionnellement & Bn pour tout m > 1 dans la structure €, o,pP) .

c t i A
Pour tout n > 1, @ a e an+ L Bn—l—l entrainent O.n+1 L B Bn+

n n+1 1 B
- R nV Snt+l
en particulier (’LnL Bn \' asn+1 donc pour tout A g (ﬂ,n , P (A) ne

S
8
dépend pas de g du meme que Pen(A) puisque an L Bn, le lemme IIT, 13,

1

implique que :

8 8
P nv n+1(A) = PBn(A)

P

ce qui exprime 1'indépendance de 33n+1 et &n conditionnellement a & ,
n
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§ 4. SYSTEMES PARTIELLEMENT EXHAUSTIFS. - ET QUELQUES

APPLICATIONS, -

Soit B wune sous O-algébre quelconque de @ ; pour la structure
statistique (Q, @, P = {Pe ; 6 € 0}) , l'ensembles des statistiques réelles,
P-intégrables qui sont libres en moyenne conditionnelle 2 B -c'est-3-dire
qui se projettenﬁksur B - n'est pas vide et est un sous espace vectoriel V de
Ll(Q,CL,p) qui lui est identique si B est exhaustive, De plus, il n'existe
pas nécessairement une O-algébre € (D B) tel que V soit exactement 1'espace
vectoriel des statistiques réelles ¥ -mesurables (auquel cas on a2 €L 8] ),

si V ne vérifie pas certaines conditions supplémentaires ([30] p. 117).

On notera encore V I B cette définition de V, Il est clair

que les propriétés lides 2 celle de "projection" (§3) se conservent pour

les €léments de V en particulier le théoréme de Rao-Blackwell

Quelque soit X € V la projection X=E 2E’(X) a4 méme image que X

et pour toute fonction borélienne convexe,ﬂsi7geswintégra1es existent, on a
Ee [g(X - Ee(§3)] < Ee[g(X - EG(X)] pour tout §, en particulier

si X -qui est un estimateur sans biais de son image~ appar~ient a V, sa
~
projection X sur B est aussi un estimateur sanc biuis de variance unifor-

mément plus petite que celle de X.
On peut utiliser ceci, de plusieurs fagoms

a) - B est donnée, chercher V (existe-t-il des estimateurs dont on peut

réduire la variance ?)
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b) -~ V donné, chercher B (peut-on réduire la variance d'un estimateur,

en 1'absence de O-algébre exhaustive ?)

c) - Vet B donnés -peut-on trouver une famille de lois de probabilité P

(dans une certaine classe de lois) telle que V L B sur (Q,@,P),

A, M, KAGAN a résolu ce dernier probléme pour certaines classes
de lois de probabilités. gur la droite, obtenant une nouvelle caractérisa-

tion des lois Normale et Gamma. ([18] ou [20] par exemple),

Théoréme

Soit (R,R, & = {Fe ; 0 € [R})n une structure d'échantillon, ol &
est la famille des lois de probabilité absolument continues sur la droite
dont la fonction de répartition FG(X) dépend du parame :re de décentrage 6:

FG(X) = F(x - 8). F est donnée,

On sait que 1'exhaustivité de la statistique (X1’°°"Xn) - x =

n i=l

caractérise la famille des lois Normales {N(8, 00)}, G, fixé ({121).

Le résultat de KAGAN montre qu'on ne peut pas élargir cette famille

en affaiblissant 1'exhaustivité de x :

2 _ 2 -\2 2
Soient S = % (xi - %) , V={as ; o€ r}. Alors :

Sur la structure considérée, la relation V b x implique que F

S]
est la fonction de répartition d'ume loi Normale N(9,.) et x est exhaustive,

Nous en donnons la démonstration de Kagan et Shalaevskﬂi[ZO]

Supposons EG(SZ/Q) = ¥(x) indépendant de © alors,

(1 E (eit§,82) = E (eiti

24
: : f‘

EG(S X)) = Ee(eitx v(x)) pour tout O € R,
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ce qui est équivalent 3 :

(LEG=8) 2y L g 16G=0) (g gy

Fe=0 §=0

Beo (e 8D =E o I FvE - e,

en écrivant (1) pour © = 0, on a
(M 5% =5 _ (& yG)

donc,

E_ _ (eitX w(%)) = EG _ O(eitx y(i - @8)) pour tout 9,

en calculant ces quantités par rapport a la loi PE de la variable aléatoire
U= x lorsque § = 0 ; on obtient :
® itu
e [¥(u) - ¥(u - ©)] dP- (u) =0 pour tout 8,
i e <]
En vertu de 1'unicité de la transformée de Fourier,
¥ (u) =Y (u - 8) Pi ~p.S5 pour tout § ; ce qui entraine Y (u) = constante.
La statistique S est donc de structure de Neyman par rapport a x ; posons
N
Eg - O(S i %) = ¢

n n

2
(2) E _ (8% exp {it £ x_}) = c.E (exp {it X x. 1)
6=0 i=1 * =0 i=1 *

en posant, f(t) = Iw exp {it x}dF(x), (2) s'écrit :
(1-n) £7°t) [£)I™ ! 4 (- 1) (£ I8E)]™2 = ¢ [£(£)]7,

pour |t| <€ suffisament petit, f(t) > O et, on peut écrire cette égalité

£M(t) [£'(t)]?
+ (n-1) —"
£(t) [£(t)]

]
n

(3) (1 - n)
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£1(t) C
En posant g(t) = , (3) s'écrit : g' = pour It' < €
£(8) 1-n
t2
par suite g(t) = ¢t + ¢, et £(t) = exp (¢) — + G, t) le] <¢ cq.f.d, %
2

Lorsque & est une famille de lois & paramétre d'échelle ¢
X

FU(X) = F (=) les mémes hypoth&ses impliquent que F est la fonction de répar-
e}

tition d'une loi Gamma (cf. [19]).=

On remarque qu'il n'est pas nécessaire de se restreindre & une
o~algébre B pour la notion d'exhaustivité partielle, si 1'on peut définir
une projection ayant les mémes propriétés énoncées plus haut, que 1l'espérance

conditionnelle,

Soit W un sous ~espace vectoriel de LZ(Q,CL, ), on note "l'ortho-

gonal" de W dans 12

wo= {X ¢ L, : EP (X2) = 0 pour tout P € P et tout Z € W}

Définition III, 17,

Si V et W sont des sous-espaces vectoriels de LZ(Q,CL,P) ; (avec

1 € W) on dit que W est partiellement exhaustif par rapport a V si

VCW+ W,

On note encore V L W cette propriété qui est une généralisation
de la propriété L entre g-algébres, Cela revient 3 dire : pour tout X € ¥,
il existe X € W tel que X - X € WO, soit Ep[(X,— X).2z] = 0 pour tout P € p

et pour tout Z €W,
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On appelle X la projection de X sur W, et si 1 € W, X et X ont

méme —image.. - et 1'inégalité de Rao-Blackwell est encore vérifiéde,

Exemple III. 18. ([18] p. 746).

Pour la structure statistique (R ,R,{N(g,1) ; € € R})n, solent V.

1'espace vectoriel dans L des polyndmes T(x Xn) de degré < k ,

2k |
(k > 0) et W le sous-espace de Vk des polyndmes de la forme :
_ - 1 n
ad;x T oees +a.k ; x =—  Z Xi
n i=l

alors Vk L_ Wk.

On peut donc reduire par projection sur W, la variance de tout

k

polyndme ﬂ(xl,..,,xn) € vy \ W, considéré comme estimateur sans biais du

polyndme en §, T(g) = Ee(ﬂ).

La démonstration consiste & remarquer que pour T € V, 1'espérance
p Sp

k

conditionnelle (qui ne dépend pas de 6 puisque x est exhaustive) E (W‘ﬁ)

£ mns -k : N
peut s'écrire sous la forme ®, X + ...+ 0 et donc appartient a Wk' On

~ -
peut encore dans ce cas prendre 1 = E(m|x).



CONCLUSION,

S'il est iIntéressant de présenter exhaustivité et liberté comme
des cas limites de la notion de liberté conditionnelle, pour illustrer
leur dualité, la relation | qu'on est amené a considérer sur 1'ensemble
des sous g-algébres de @O dans la structure statistique, n'est pas en
général transitive et ne constitue donc pas un préordre, ce qui en limite
sa portée, notamment en vue de définir une relation d'équivalence quand &
1'information sur le paramétre contenue dans les o-algdbres (ou les statis-
tiques) d'une structure,

Le critére de liberté conditionnelle, donné i partir des densités
de probabilité est peu maniable en pratique (sauf pour le cas d'exhausti-
vité évidement) et il est préférable de vérifier la propriété directement,

Cependant, la notion généralisée a des sous espaces-vectoriels

quelconques de statistiques réelles de L , semble présenter plus d'intérét

1
quant aux applications concrétes, comme le montre 1'étude de KAGAN,






CHAPITRE IV

STRUCTURES SATISTIQUES

FATBLEMENT INCOMPLETES.
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STRUCTURES STATISTIQUES

FATBLEMENT "INCOMPLETES.

Ce chapitre est consacré & la présentation de quelques conditions
générales d'existence de statistiques libres non triviales sur une structure
statistique ou ce qui est équivalent (d'aprés les définitions du chapitre II
§ 3) des conditions pour que cette structure soit faiblement incompléte, Le
probléme de la construction effective d'ensembles libres par des moyens non
issus des propriétés d'invariance n'est pas résolu,

Dans le:' premier: paragraphe on rappelle les théorémes classiques
d'existence dérivés normment des théor&mes de Liapounoff ou de Lehmann-Scheffé,

Au paragraphe suivant on utilise la notion d'atome conditionnel
d'un espace probabilisé pour donner une condition d'application de ce dernier,

Dans le paragraphe 3 on expose une formulation générale (cf, [2])
des problémes posés par la recherche d'ensembles libres, conduisant & un
théoréme de caractérisation,

Cette méthode, appliquée dans le paragraphe suivant aux cas clas-
siques, fournit une autre démonstration des théorémes proposés au début,

Elle permet aussi de donner une forme généralisée du théoréme de Liapounoff
et d'étendre les conditions d'application du théordme de Lehmann-Scheffé

exposé, au § 2,
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§ 1. THEOREMES GENERAUX D'EXISTENCE.

Soit (Q.,L,P = £Pe,9 € ®}) une structure statistique dominée, Si
elle n'est pas quasi-compléte, on cherche des conditions sous lesguelles
elle est faiblement incompléte, c'est-a-dire, des conditions sous lesquelles
il existe dans (I des ensembles A non P-équivalents 3 @ ou {} tels que
Pe(A) ne dépende pas de 6§ € ® ce qui implique 1l'existence de statistiques
réelles libres non P-équivalentes a des constantes,

Lorsqu'on ne peut pas utiliser des propriétés d'invariance de 1la
structure (notamment le corollaire 2 de la proposition II., 15 qui fournit
directement une statistique libre), les théorémes généraux d'existence d'en~

‘sembles. ' libres sont trés peu nombreux et non constructifs,

1, Le plus connu constitue un corollaire du théoréme de Liapounoff :

Théoréme IV, 1,

Si la famille P est finie, P = {Pl,,,.,PN} et si les espaces

probabilisés (Q,GL,Pi), i=1,...N ne contiennent aucun atome, alors quel

que soit le nombre réel g € [0,1] il existe un ensemble Aa € tel que
P.(A) =a;i=1,.,..N,
1 a

Ceci est une conséquence directe du fait que, dans ces conditions

1'image de @ par la mesure vectorielle (P "'°’PN) est un convexe fermé

1
dans R N qui contient des points (0,...0) et (1,.,.1) (cf. [24], [16] ou

[9]) une autre démonstration est donnée au § 4. %

2, L'existence d'ensembles libres peut &tre reliée 3 1'exhaustivité
par le biais du Lemme de Lehmann-Schéffé (chapitre ITII. § 1) : Ssi 8
est une g-algébre dans QL exhaustive et quasi-compl&te pour la structure,

un ensemble A € {1 est libre si et seulement si il est de structure de
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Neyman par rapport & B , 11 suffit donc de montrer l'existence de tels
ensembles,
La structure étant supposée dominée, le probléme se trouve

simplifié:.

Proposition IV, 2,

Soient, Paﬁ une probabilité privilégiée dominant P, 8 une g-al-

odbre exhaustive pour la structure (2,0 ,P), S'il existe dans 1l'espace

probabilisé (Q,CL,P*) un ensemble A €0 tel que p* (A) =@, p* -p.s

alors A est un ensemble libre pour la structure, de probabilité q.

*

8 étant exhaustive, quelque soit A€ @ , P B(A) est une version

de P:(A) pour tout g € ®, Donc, pour A tel que p* B8 (4) = a ,

B8
= A = = B @,
Pe(A) jh Pe( ) dP9 Jga dPe a pour tout € x

On note que lorsque Px B(.) est une probabilité conditionnelle

-

réguliére, cette derniére méthode consiste & effectuer un changement de

paramétre et & chercher un ensemble libre pour la "structure conditionnelle"

@.a,2*® ; wead.

LINNIK dans [26] et [27] & proposé une solution combinant ces
deux méthodes qui combhiit & des conditions analytiques sur la statistique

exhaustive :

Soit T = (Tl(X),...,TS(x)) une statistique vectorielle exhaustive
sur la structure ( RP,RP,P ={P.; 0 € ®}) dominée par la mesure de Lebesgue
sur R P, avec s < p. On note P*(.|T) la probabilité conditionnelle & T,
(pour une probabilité privilégiée P*) et d'aprés les hypothéses faites, pour

tout T = t fixé 1l'espace probabilisé R p,RP,P*(.‘T = t) ne contient aucun
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atome, En appliquant, le théoréme de Liapounoff pour N = 1,

pour tout t, pour tout @ € [0,1], il existe A o € RP tel que

3

PP | T=1t) =a.

Les conditions sont alors

1° - Si les surfaces de niveau T = cte dans R° sont suffisammeiit
régulidres et permettent l'introduction de coordonnées locales (t,£) dans

R k, alors pour presque tout t on peut définir des ensembles Ct a(les

3
traces de At a sur les surfaces T = t) tels que :
3

3
P (At,(!.' T

il
rt
~
I
Lav]
—~
(@]

2° -~ Si 1'ensemble Aa U Ct a est mesurable, il vérifie :

t b
*
P” (A T) = a p.s
Am-as

Un tel ensemble est de structure de Neyman par rapport a T, donc libre,

On peut éviter toutes ces hypothéses et donner une solution directe
en utilisant la notion d'atome conditionnel introduite par Neveu et

Hanen [32].
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§ 2. ATOMES CONDITIONNELS D'UNE STRUCTURE STATISTIQUE.-

APPLICATION, -~

Définition IV, 3.

Dans une structure statistique (Q,,P) on appelle atome condition~

-~

nel par rapport & une sous g-algébre 8 de @ (en agrégé B -atome) tout

ensemble A dans O tel que

Anad= ANR.
P

On appelle partie B -atomique de {), la borne supérieure P-essentielle des

B -atomes,

La o-algébre trace ANl B est définie comme la classe
fAnNB;BeEB), et ANA = {A'" : A' €L ; A" C A} Un ensemble A est
un & -atome si et seulement si pour tout A' € L, A' < A | il existe un

ensemble B € B tel que P(A' A(ANB)) = P(ANCA" AB)) =0 pour tout P € P,

Si la structure statistique est dominée, les B -~atomes de
(Q,@,P) sont identiques aux B -atomes dans 1'espace probabilisé (Q,EL,P*),
pour une probabilité privilégiée P*, (%)

On utilisera par la suite les propriétés suivantes

Proposition IV. 4,

Pour qu'un ensemble A € @ soit un B -atome dans 1'espace proba-

(%)

Si B se réduit a {#,Q}, on retrouve la notion habituelle d'atome d'un

espace de probabilité, (¢ est considéré comme un atome).
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bilisé (Q,@m ,P) il faut et il suffit que pour toute fonction
f € LI(Q,O,,P) on ait :

£2° ) =E®(£.1) Pop.s  sur A

Théoreme IV, 5.

Pour toute application &8 -mesurable de {I dans [0,1], il existe

dans 1'espace probalisé (O,® ,P) un ensemble A € @ et un B -atome A'

disjoint de A tels que P B Ay << P8 (A + A'), p.s. En particulier, si

(2,0 ,P) n'admet pas de & -atomes non négligeables il existe un ensemble

A €@ tel que P)3 (A) = £, p.s.

Nous reproduisons la démonstration de ce théoreme essentiel donnée
dans [31] ou [32].

La classe ¢ = {C : C €0, p8(c) < £, p.s} n'est pas vide (elle
contient @) et est inductive pour l'inclusion € ; par le lemme de Zorn, elle
contient au moins un élément maximal, A,

Laclasse & ={D:Dc@ ;AND=0¢ et PB(A+D)_>_f p.s}
n'est pas vide puisque N € D et elle est inductive pour 1'inclusion - ;
elle contient donc un élément minimal A', Par définition, AN A' = @ et
]?K3> (A < £ < ]E’b3 (A + A'), p.s ; Montrons que A' est un B -atome.

Soit F un sous ensemble de A' dans @ et posons B = {PB (A+F)< £}
FNA=¢, On remarque que A+ BN F € € et la propriété de maximalité de
A entraine que BN F = ¢ de plus, le sous ensemble F + B n (A' - F) de A'
appartient 3 D , et la propriété de minimalité de A' entraine que
B—=A' - F, I1 résulte alors de FC A', FNB =0 et A' -~ F C B que
F=a"N3" p.s et A' est bien un & -atome. (Les relations d'inclusion,

d'inégalitéset d'égalités sont valables presque partout).
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Corollaire

Soit (Q,®,,P) un espace probabilisé, 8B wune sous O-algdbre de A
et A.O un élément de O , de probabilité strictement positive et ne conte-
nant aucun B -atome,

Si f est une fonction & -mesurable de { dans [0,1], il existe

B B8
C =
A € o, A) 4, tel que P (Al) £.27(A) p.s.

S

™,

{ah}qzl est une suite de nombres > O de somme totale 1, il

existe une partition de Ab , {An}qzl s An € A.O N @ pour tout n > 1
telle que

pBa) =q. .28 ().
n n [o]

-~

Application & 1'existence d'ensembles libres dans une structure statistique

dominée,

Proposition IV, 6.

Soit (,@ ,P = {P 8 ¢ ®}) une structure statistique dominée par

9 s
une probabilité privilégiée P%, B une sous O-algébre de & exhaustive, Si

1'espace probabilisé (Q,CL,P*) n'admet aucun B -atome non négligeable ,

pour tout nombre réel ¢ € [0;1] il existe un ensemble libre Aa de proba-

bilité o c'est-a-dire tel que

Pe(A})= o pour tout © € @,
a

Démonstration,

En appliquant le théoréme IV, 5. & l'espace de probabilité (Q,CI,P*)

et 2 la fonction £ = @ sur (), on obtient les conditions de la proposition IV. 2.k

I1 est clair que 1'on cherchera a vérifier cette condition sur la
o-algébre exhaustive F-minimum,

Les conditions de la proposition impliquent que la classe & de
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tous les ensembles libres dans O est assez riche puisqu'elle contient
une famille {Aa}o <a<1 d'ensembles libres de tous niveaux ¢g. Mais ceci
n'implique pas que £ soit une O-algébre. On ne sait pas non plus si dans
ces conditions un élément maximal de £ fournit une décomposition de 1la

structure au sens de la définition III. 4.

Dans certaines applications pratiques {) est R n’ L est Rn et
P une famille de lois de probabilité absolument continues par rapport 2 la
mesure de Lebesgue A % sur RT
Si T(x) = (Tl(x),...,TS(x)) , x € R" est une statistique vectorielle
n n _*k
’R ’P)

n'admet pas de T_l(RS) - atome, avec PO " on peut remarquer :

exhaustive P-minimum sur la structure il s'agit de vérifier que (R

1°) La o-algébre Rg (ou la statistique Xg ) d'ordre sur R ' ne
n

P - s pl s
vérifie pas ces conditions, la partie ﬁb,—atomlque est R
Ceci prouve d'ailleurs que les conditions suffisantes de la proposition ne sont
pas nécessaires pour 1l'existence d'ensembles libres, comme le montre la

situation de 1'exemple III. 6. (2F.

2°) I1 est clair que ( R n,Rn,P*) n'admet pas de Rk-atome si

k < n. On cherchera donc i montrer que T-l(RS) est "isomorphe" 2 Rk,

Exemple

Soit la structure exponentielle d'échantillon (R.,R,{Pe ; B € ®cr S})n
ou :

dPe s ~

— = C(8) exp {Gl.x +Z 6, T.(x)}h&x)>0, x€R, 6€8

dh j=2 1
Si 92,...,95 sont connus, la statistique exhaustive minimum pour 91 est

T(xl,...,xn) =_ Xy .

i=1

I MBs
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n _n _x

Sin>2 (R",R ,P) n'admet pas de T_l(Rn)—atome de mesure Pf ou xn-non

nulle,

Pour tous 92"°°es fixés, il existe donc des ensembles libres par rapport a

CIE de tous niveaux,

§ 3. ENSEMBLES MINCES DANS Ll.-

THEOREME DE CARACTERISATION.

On remarque queé la recherche d'ensembles libres, ou libres

-~

conditionnellement & une g-algébre dans une structure statistique ({2, ,P)
revient & trouver des indicatrices d'ensembles de @ , dans des ensembles
convexes de statistiques (c'est-a-dire vérifiant certaines contraintes)., Par
exemples, si T est l'ensemble des tests sur la structure (cf, chapitre I,
définition I, 22)1'existence d'un ensemble libre A de probabilité ¢ dans €
revient a caractériser la statistique 1A dans 1l'ensemble

TN {X€Lsln,@.P) : E (X) = asve € Pl

La question de l'existence de statistiques quisoient des indicatrices
d'ensembles de € dans un domaine oft une variété linéaire V de I,w(Q,Cl,P)
peut d'ailleurs se poser pour d'autres problémes de statistique, de test ou
d'estimation ; c'est le cas en particulier lorsqu'on veut remplacer un test
quelconque par un test déterministe de meéme puissance. Ce qui a conduit a

la formulation générale et au théoréme de caractérisation suivants

Définition IV. 7. ([2])

Soit (i, OL,F) une structure statistique dominée par une probabilité

privilégiée P*, Un ensemble W dans Ll(Q,CL,Pﬁ) est "mince", si quelque soit
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1'ensemble A € O Pﬁ(A) > .0 11 existe une statistique réelle X telle que
€3 %
P{Xx#40}>0, X=X.1, , Pop.s et [Xz2dP =0 pour tout z €W
9]
Pour tout ensemble W on note

W {x €L G, o, %) J“XZ a* =0 , vz €W}
Q

Théoréme IV, 8. ([2]).

Soit T le sous ensemble de IJ@(Q,GL,P*) défini par T =

. 1l 1 * .
Xer lIx - 5 Hm < 3 }. Un ensemble W dans LI(Q,CL,P ) est mince

si et seulement si, quelque soit XQ dans T tous les points extrémaux du

4
convexe K =T FKXO + W) sont des (classes de P*—équivalence d') indica-

trices d'ensembles de @

Démonstration,

Notons que 1'ensemble non vide K est convexe compact pour la
topologie faible ¢( L _, Ll) comme intersection dans la boule T ayant ces
ez ‘s - Ao < L.
propriétés (proposition I. 5) avec la variété lindaire fermée Xo + W il

contient donc des points extrémaux d'aprés le théordme de Krein-Millman,

Condition nécessaire : Soit %E un point extrémal de Ko et supposons qu'il
ne soit pas une (classe d') indicatrice d'ensemble, alors il existe € > o

* . =
tel que P"{X (1 - Xe) >£ } >0, Soit A, = {Xe(l -X)>¢& } ; comme W est

mince 11 existe une statistique X = §11A P%.p.s non nulle P%p,s apparte-~
S €
nant a8 W , posons alors
X X
X1=Xe+€ et X2=Xe-8 —
121, &1l
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X. et X, appartiemnent 3 K (car@ < X, <1 et XL €X + W'L ;i=1, 2),
1 2 e - i i e

sont distinctesde X et X = (X1 + XZ) / 2 ce qui est impossible,

Condition suffisante : Supposons que W ne soit pas mince ; il existe alors

un ensemble A € (), tel que P*(A) >0 et tel que tout X € Wt on ait
1

P%(X - XlA #0) >0, Montrons que X =-E -lA est un point extrémal de KO 5
‘ )

comme X n'est pas une indicatrice d'ensemble cela entraine la contradiction,
o
Si X n'était pas un point extr@mal de K , il existerait X et X, dans KO
o

o 1 2

X, + X
tels que X L 2
° 2

et on aurait X1 et X2 de support A et la statistique

~ L
X = X.o - X1 = X2 - X  appartiendrait a W et serait nulle sur Ac, ce qui
0

contredit 1'hypothése, %

Proposition IV, 9,

Si 1'espace probabilisé (Q,Cl,Pﬁ) n'admet aucun atome non négli-

geable, tout ensemble fini W dans Ll(Q,GL,P%) est mince.

Soit W = {X °’°’XN} un tel ensemble, A un sous-ensemble de £l dans @ , tel

1’
que P¥(A) >Q ; A n'étant pas un atome, il existe une partition {Al""’AN+1}

de A en sous ensemblesAi dans @ tels que Pﬁ(Ai) >0 pour i = 1,,.,,N + 1,

N+1
La variable aléatoire réelle étagée Y = T Y 1A est telle que Y =Y,1

3
i=1 : i A

n N+1
elle appartient a W~ si X

Vi I X, dPx =0 pour j = 1,...,N
i=1 A

Ce systéme linéaire de N équations & N + 1 inconnuesadmet toujours une
solution non nulle yl"“”yN° La fonctbn Y ainsi construite, implique

que W est mince,
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Application au théor2me de Liapounoff,

Théoreme IV. 10,

Soit P = {Pl,aoc

telles que chaque espace probabilisé (Q,El,Pi) i=1,...,N ne contienne

PN} une famille finie de probabilités sur ({3, ™),

aucun atome non négligeable. Pour toute fonction réelle mesurable Xo a

valeurs dans [0,1] il existe un ensemble A € @ tel que Pi(A) = EP (Xg
i

pour tout i = 1,...,N,

Ce théoréme exprime, que pour tout test X.o sur la structure sta-

tistique (£3,@,P), il existe un test déterministe : 1, ayant méme puissance.

On retrouve le théoréme IV. 1 en se restreignant aux tests XQ = q,
0 <acsl.
£ 1 N
Soit P" = — & P, une probabilité privilégiée équivalente 2 la
N i=1

famille finie §, Il faut montrer l'existence d'une indicatrice d'ensemble

dans la variété linéaire

v=1{xe ; B, X)) = E_ (X)) pour i = 1,,.,,N}.
@ Pi Pi 0

D'aprés la proposition IV, 9, 1'ensemble fini W =

dp, ,
%a;h ; 1=1,..,.N} € L_(Q, , PY) est mince,
% 1
ap
s ap. _
we o= {v ¢ LwZJ’Ym"iﬂ P =0 i=1,.,..N}=
q ap
{ve L+ Ey (¥Y) =0 ; i=1,...N} et
1
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Soilt :

K ={XegT:E, (X)=E, X) ;1i=1,...N}=TnNV,
© i i

Comme K n'est pas vide (il contient X ) il contiern: au moins un
0 0

point extré&mal, donc une indicatrice d'ensemble puisque W est mince (d'aprés

le théoréme IV. 8.);par suite il existe A € & tel que :

P.(A) = E_ (X)) i=1,...N,
1 Pi o)
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§ 4. APPLICATIONS A LA RECHERCHE D'ENSEMBLES LIBRES,

1, Le théoréme de caractérisation des ensembles minces a permis au para-
graphe précédent de retrouver le théoréme de Liapounoff. On peut également
retrouver le théoréme de Neveu et Hanen (Théoréme IV, 5) (qui a directement
servi dans la proposition IV. 6 sur l'existence d'ensembles libres dans une
structure statistique), a partir de la caractérisation suivante de la non

atomicité conditionnelle,

Proposition IV, 11,

Une condition nécessaire et suffisante pour que 1l'espace probabi-
P q D P

1isé (Q,®@.,P) d'admette aucun atome conditionnel non négligeable par rapport

a2 une sous CU-algébre B de €L est que .l'ensemble W = {IB ; B € ES} soit

mince dans I‘l”

Démonstration.

C. N, Soit A € &L tel que P%(A) >® ; 8' = {Ans, A U B ; BE€ R}
est une sous g-algébre de @ par hypothé&se A n'est pas un 8 ~-atome donc

il existe A1 € & tel que A1
?
fonction f = P B (Al) -1, est non identiquement nulle et telle que
1

C A, P(Al) >Q et Al € 8B',par suite la

1
f= f,,lA et E 8 (£) =0, p.s ce qui entraine que E B(f) =0, p.s car

I fdpP =0, pourtout B'¢ B' = J’ flAdP =@ pour tout B € B ,
B! B

donc
£ ¢ WL={X€Lm:JX1BdP=Q. ;VBEB}={XEL°°:EB(X)=0 p.s}

et W est mince,
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C. 5. Inversement, si W est mince, supposons qu'il existe un
B -atome A € &L tel que P(A) >0. Il existe une fonction f non nulle
telle que £ = £1, et E B ()

O p.s d'aprés la proposition IV. 4 : on a

£.P s (A) p.s sur A,

B
E ~ (f 1A)

donc P B (A) =@ p.s ; par suite P(A) =0 ce qui contredit 1'hypothése, %

Corollaire,

Si l'espace probabilisé (0,0 ,P) ne contient aucun B -atome non
négligeable, pour toute variable aléatoire réelle <l -intégrable Xo a
valeurs dans [0,1], il existe un ensemble A € QL tel que

PR (a) =B (X)), p.s.

D'aprés la proposition 1l'ensemble W = {1B ; BE€ B} est mince et le théoréme
IV, 8 implique qu'il existe effectivement une indicatrice d'ensemble dans

B
la variété linéaire V = {X ¢ L :E (X) = E B (Xb) p.s}, puisque

1
w o= {Yye L, :EB(Y)=O, p.s} et K =TNV,
o]

On retrouve le théoréme IV, 5 en prenant XB de plus ® -mesurable.

2, Forme ‘'conditionnelle" du théoréme de Liapotinoff et application

statistique.

Proposition IV, 12,

Soit P = {p °’PN} une famille finie de probabilités sur (), @),

1o
B  une sous O-algdbre de @ telle que chaque espace probabilisé (Q,Cl,Pi)

n'admette aucun 8B -atome non négligeable, Pour toute fonction réelle

@,  -mesurable, P-intégraile X 2 valeurs dans [€,,1] 11 existe un ensemble

B = B S i =
A €@ tel que P (A) EP.(XC) P~p.s pour tout 1 =1,...,N,
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Cette proposition implique le résultat du théoréme IV. 10 puisque

si les (Q,CL,Pi) n'admettent pas de 8B -atomes il n'admettent pas d'atomes,

Elle lui est équivalente si on prend B = {¢,n}-
% 1 N
Soit P =— & P_ , il suffit de montrer que 1l'ensemble :
N i=1 *
dP. %
W={— 1, ;BEB,i=1,,,.N} est mince dans L _(Q,d,P*) puisque
¥ B ‘ 1
dp
K =Tn x +wt }=[xeT : x=x +Yv ; veutr }-=
0 0
B B } .
xer : Ep (x) = B, (X )3, auquel on applique le
. .0
i i

théoréme IV. 8,

P* est une probabilité équivalente 2 P, donc 1'espace probabilisé
(Q,GX,Px) n'admet pas de 8B -atome non négligeable, Pour tout A € @ tel

que Pr(A) > { on construit une fonction f£ = f£,1, non nulle p.s telle que

A

El? (£) =+ p.s pour tout i = 1..,,.N,
i

D'aprés le corollaire du théoreme IV, 5. Si di""’aN$1 sont des nombres réels »

eossA de A A €Q
1 N+l e avec i et

B
p* (Ai) = ai-Pﬁ'B(A) et P%‘ﬁ(Ai) >0 sur A pour tout i =1,,..N + 1, puisque

de somme 1, Il existe une partition A

{p* Ba) > 0} est le plus petit ensemble de B contenant A, Pour tout @ fixé

considérons le systéme linéaire :

N+1 B
-E X, Pj (Ai) =0, j=1,...,N

i=1

il admet au moins une solution xl(w),.,,,xN+1(w) que l'on peut choisir
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R -mesurable (cf. [28] p. 8) . La fonction f définie par

N+1
f(w) = & xi(w) 1, est telle que f = £.1, et appartient 2 Wt ox
i=1 i

Remarque :

Soit {Bl’°°"BM} une famille finie de sous U-algébres de @ | telles
que chaque espace probabilisé (Q,CL,Pi) n'admette pas de Bj—atome non négli-
geable (j = 1,...M),

Le probléme de savoir alors, s'il existe pour toute fonction réelle

@O -mesura-le, P-intégral:le X 2a valeurs dans [§,1], un ensemble A € (L

o)
tel que

B B3
] = J _ .
Pi (A) EP (Xo) P.-p.s pour tout 1 = 1,...N et pour

r tout j = 1,...M

n'est pas résolu lorsque M > 1, de facon générale,

Le théordme de Romanovskii et Sudakoff (cf. [34], [26] ou [28])

donne une réponse affirmative dans le cas particulier ou ({), @) est le sous-
ensemble [Q,l]M muni de la O-algébre borélienne de RM, Pl’“"’PN sont des
probabilités absolument continues par rapport a la mesure de Lebesque sur

cet espace mesurable et Bl,u”BM sont les sous g-algébres de R M engendréeg
par les cylindres & basedas 3, correspondant i chaque coordonnée,

Application 3 l'existence d'ensembles libres,.

Dans son livre,[27] LINNIK propose une extension des conditions
d'application de la méthode des ensembles de structure de Neyman, pour la
recherche d'ensembles libres dans une structure n'admettant pas de statistique
exhaustive non triviale,

Comme au § 2 la proposition IV, 12 permet de remplacer des hypo-

théses de type analytique par des hypotheéses de non atomicité conditionnelle,
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Soit (Q,L,P = {Pe ; ® € 8}) une structure statistique n'admettantpas
de g-algébre exhaustive non p-équivalente 3 @ ou pour laquelle les hypo-
théses de la proposition IV, 6 ne sont pas vérifides. Supposons que pour
tout B, Pepuisse s'écrire sous la forme

N
(1) P, =z

€;C; (9) LI

avec €. =+1, ¢c.(8)>p
i - i

N
et I EiCi (8) = 1 pour tout B € @ ,
i

Supposons de plus que pour tout i = 1,,,..,N la structure statistique
@Q,a, {Pi g ® € ©}) soit dominée par une probabilité privilégiée P? , et

3
admette une sous O-algébre B dans @ exhaustive et indépendante de i.

Lemme IV, 13,

S'il existe un ensemble A € @ (non trivial) qui soit de structure
de Neyman par rapport &2 B dans la structure finie ((, @, {P? ; L=1,...N}]),
alors A est un ensemble libre dans la structure statistique

Q.a,p= {Pe 5 8 €0D.

B
Soit A € OL tel que PT (A) = q, Pf-p,s pour tout i =1,,.,,N,

B étant une g-algébre exhaustive pour la structure (Q,CL,{Pi g 6 €6}
_ ok ¥ . ’
on a Pi,9(°) =P; (.) P;-p.s pour tout i, par suite
P, (A) = f p B (a) dp = pour tout i = 1 N
i,9 q 1:8 i, ©
et pour tout 8§ € @,
et,
N
P(A) =% ec () P, (A) =a pour tout ® € @, %
) g=3 L i i,0
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Proposition IV, 14

Dans les hypothéses énoncées, si chacun des espaces probabilisés

(Q,GL,P?), i=1,...N n'admet aucun B -atome non négligeable, pour tout

nombre réel o € {P,1], il existe un ensemble A dans & | libre pour la

a
structure statistique (2, @ ,P), de probabilité 4.

I1 suffit d'appliquer la proposition IV. 12 en prenant X, % a
et le lemme IV. 13, - %

Citons des exemples donnés par LINNIK de lois de probabilité pouvant s'écrire

sous la forme (1)

1°) - Soit {Pe ; © € ©} une famille de lois de probabilités sur ({3, Q)

admettant une densité par rapport & une mesure y ¢-finie, de la forme

dPe
(2) — (w) = pe(w) =

R, (T(w), € r_(w)
du i *

i

(LI ng ¥

1
Ri’ri sont des fonctions mesurables réelles, T est une statistique :
Q,a) = (Z,F) qui n'est donc pas exhaustive si q > 1,

En décomposant Ri et r. en parties positives et négatives on

peut toujours écrire pe(w) comme somme de N termes de signe constant sur ) :

N

p ol R, (T(w), 6) T (@ 5 1<N<4g.

i=1

On pose

c,(8) = j'ﬂ ﬁi (T(w), 8) ';i<w)i dy,

On peut suppose: Ci(e) >@ pour tout i et tout & € @, De sorte que les
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fonctions mesurables réelles

1 ~
(3) Py ol = | R, (T(w),®) T (] 1=1,...N
’ c.(e)
i
sont des densités de probabilité par rapport a W et en notant Pi 5 =p N e.u

On obtient bien la forme (1) pour Py

D'aprés (3), il est clair que T est une statistique exhaustive sur la

structure (Q,GL,{Pi ; 8 € 8}) pour tout i =1,...,N,

e

2°) - Soit la structure d'échantillon

(R ,R,{Y@m ; a,p) ; mER, 2 €N, p € }R+})n ot Y(m ; a,p) est

-

la loi Gamma dont la densité par rapport a la mesure de Lebesque sur R est :

pd
f(x ;m; a,p) = e

M(a)

- p(X‘m).,(X-m)aml,,I{XZH‘}° x € R

Supposons a connu, Si 1'on désire tester 1'hypothése H, : p = P, €p > 0)

au moyen d'un test déterministe ne dépendant pas de m inconnu ; il est néces-

-~

n P .

saire qu'il existe dans R des régions libres par rapport & m lorsque p = P, -
sz s 7112 . n 5n P

La densité correspondant & 1'échantillon sur ( R ,R) s'écrit :

(&) na
(I‘{ ) P n
f (X1’°°°’Xn ; m.a,p) = ———— exp -ps= (xi -m)}.
[+(a)] i=1
n
a-1
izl (Xi - °1{min x; 2m} ;

Lorsque 1l'entier a est différent de 1, il n'existe pas de statistique
exhaustive non triviale sur la structure d'échantillon que a soit connu ou

non (cf, [3] p. 93). Cependant.
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Sia#1l,m (xi - m)a-l est de la forme

(Xlxz--.x )a-l + Z (kme Bl...xBn) + mn(a-l) ;
n 1 n

il est clair alors que (4) peut s'écrire comme (2) avec

x., min %)
i i

s

T(xl,...,xn) = (
i=1
il suffit de vérifier, pour assurer l'existence d'ensembles libres par rapport
de -
a4 m,probabilité A pour tout & € [@,1] que R™ n'admet pas de T 1(RZ)--atomes de
mesure de Lebesque non nulle. I1 faut pour cela supposer n > 2, (si np = 2,

T engendre la méme C-algébre que la statistique d'ordre dans Rz).
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CONCLUSION,

On remarque que la principale méthode pour montrer l'existence
de statistiques libres non triviales sur une structure statistique dominée,
et qui est fournie par la proposition IV. 2, conduit & des conditions
portant sur la statistique exhaustive minimale,

Ceci, et notamment le résultat de la proposition IV, 6, illustre

encore la complémentarité des deux notions,

La condition de non atomicité conditionnelle, relative & la
o-algébre exhaustive donnée dans cette proposition est assez forte, mais
elle implique 1'existence d'une famille assez riche d'ensembles libres de
tous niveaux, et 11 serait intéressant de savoir si elle implique également

l'existence d'une décomposition de la structure (au sens du chapitre III. § 2),.

Mais cette condition, d'ailleurs trés naturelle, ne se vérifie pas
facilement, si la statistique exhaustive utilisée n'est pas une fonction

simple des observations,

Parmi les problémes dont 1l'application pratique est évident et qul
ne sont pas résolus citons celui de la caractérisation des structures statis-
tiques pour lesquelles la famille de tous les ensembles libres est une

o-algébre, et celul de la construction effective des ensembles libres,

Nous retiendrons de ce chapitre, et notamment des méthodes employées,
que les problémes posés par 1l'étude des structures faiblement incomplétes
relévent de:l'analyse fonctionnelle et sont d'un certain intéret théorique.

Dans leur récent article [5] BASU et GHOSH posent, en autres, le
probléme inverse : étant donnéssun espace mesurable ({J,@) et un ensemble
A € O, que peut on dire du sous-ensemble convexe P(A) de M(,O.) des mesures
de probabilité sur (), @) par rapport auquel A est un ensemble libre, et en

partculier de ses points extrémaux.
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