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Introduccion

Acerca de este libro

La presente obra es la version como libro electronico o, si lo prefiere, version para imprimir del
Wikilibro:

El Abaco Oriental; Guia a la Aritmética con Cuentas

que, a su vez, es la version en castellano conjunta de los dos Wikibooks en inglés:

 Using an Abacus (Usando un Abaco)
* Traditional Abacus and Bead Arithmetic (4dbaco y Aritmética de Cuentas Tradicionales)

ampliada con una seccion sobre Técnicas avanzadas. Estos libros han sido preparados inicialmente
por Jesus Cabrera-Caifio en base a unos escritos previos motivados por su participacion en el gru-
po: Soroban and Abacus Group (groups.io) y publicados en jccAbacus bajo una licencia CCO 1.0
Universal.

El libro es una guia, que pretende ser relativamente completa, para el estudio del Abaco Oriental.
Tras su lectura, el lector conocera:

* Por la Primera Parte: Conceptos Basicos
© Qué es un abaco en sentido general,
o Cuadles son las caracteristicas especiales del abaco oriental,
+ Por la Segunda Parte: Métodos del Abaco Moderno
o Coémo usarlo de manera efectiva para realizar las cuatro operaciones aritméticas basicas
siguiendo el Método Moderno actualmente ensenado con el dbaco moderno (con 4 cuen-
tas en la parte inferior y 1 en la superior).
* Por la Tercera Parte: Métodos Tradicionales
© Coémo hacer atin mas confortable el uso del dbaco con algunas técnicas que no suelen ser
ensefadas en la actualidad, y como hacer uso de las cuentas adicionales de los dbacos
tradicionales (con 5 cuentas en la parte inferior y 2 o incluso 3 en la superior)
* Por la Cuarta Parte: Técnicas Avanzadas
©  Que el limite en el uso del dbaco s6lo se encuentra en nuestra propia imaginacion...

Licencia

Este libro electronico, como wikilibro, esta disponible bajo una licencia Creative Commons
Atribucién-Compartirlgual 3.0].


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/deed.es
https://foundation.wikimedia.org/wiki/Terms_of_Use/es#7._Licencia_del_contenido
https://foundation.wikimedia.org/wiki/Terms_of_Use/es#7._Licencia_del_contenido
./CC0%201.0%20Universal
./CC0%201.0%20Universal
https://sites.google.com/view/jccabacus/home
https://groups.io/g/sorobanabacus
https://groups.io/g/sorobanabacus
https://es.wikibooks.org/wiki/Usuario:Jccsvq
https://en.wikibooks.org/wiki/Traditional_Abacus_and_Bead_Arithmetic
https://en.wikibooks.org/wiki/Traditional_Abacus_and_Bead_Arithmetic
https://en.wikibooks.org/wiki/Using_an_Abacus
https://en.wikibooks.org/wiki/Using_an_Abacus
https://es.wikibooks.org/wiki/%C3%81baco_Oriental
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Sobre la version electronica

Este fichero PDF ha sido preparado por Jestis Cabrera-Cafio a partir de la correspondiente ver-
sion Web en diciembre de 2021, cuando el libro ya puede considerarse completado.


https://es.wikibooks.org/wiki/%C3%81baco_Oriental
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| Abacos en General

Cuando los humanos se reunieron en grupos lo suficientemente grandes para que las operaciones
de trueque o comercio adquirieran cierta importancia, surgio la necesidad de una contabilidad basi-
ca que a su vez requeria poder contar hasta nameros altos, realizar operaciones aritméticas basicas y
mantener un registro permanente de las transacciones. Asi, tanto la aritmética como la escritura pa-
recen tener un origen comun en esta necesidad.

Tableta proto-cuneiforme: relato administrativo de la distribucién de cebada con impresién de sello ci-
lindrico de una figura masculina, perros de caza y jabalies. Probablemente de la ciudad de Uruk. Periodo
Jemdet-Nasr circa 3100-2900 BCE. El caracter SANGA aparece abajo en el centro-izquierda

El caracter: SANGA.

En cuanto a las operaciones aritméticas basicas, “parecen haber sido realizadas universalmente
utilizando algun tipo de abaco” [Woods 2017] y quizas el primer testimonio historico de su uso se
encuentra en el caracter proto-cuneiforme: SANGA , que aparecid como parte de la firma de los es-

cribas sumerios en tablillas de arcilla hace unos 5000 afios y que los asiridlogos identifican con tal
dispositivo [Woods 2017].


https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Cuneiform_tablet-_administrative_account_of_barley_distribution_with_cylinder_seal_impression_of_a_male_figure,_hunting_dogs,_and_boars_MET_DT847.jpg
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Cuneiform_tablet-_administrative_account_of_barley_distribution_with_cylinder_seal_impression_of_a_male_figure,_hunting_dogs,_and_boars_MET_DT847.jpg
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¢Qué es un abaco?

Un 4baco es una herramienta o instrumento en el que los nimeros se representan fisicamente de
una manera que permite manipularlos para simular mecanicamente operaciones aritméticas.

En un 4baco, los nimeros estan representados por "contadores" o "fichas" (guijarros, semillas,
conchas, monedas y similares, varillas, etc.) a los que se les asigna un valor numérico. Los contado-
res no tienen que ser todos idénticos o tener el mismo valor asignado. Para representar un numero
simplemente colocamos juntos, sobre una mesa o cualquier superficie adecuada, los contadores ne-
cesarios de forma similar a como tomariamos una serie de monedas y billetes para llegar a una de-
terminada cantidad de dinero; en realidad es el mismo proceso.

La suma se simula reuniendo los conjuntos de contadores que representan los dos sumandos,
mientras que la resta se simula eliminando del conjunto de contadores que representan el minuendo
un conjunto de contadores que representan el sustraendo. Consideremos el caso mas simple en el
que solo usamos contadores idénticos con un valor asignado de uno.

a b C a b C
L ] * O L I L I [ L ]
L ] * O L I . ® o . L ]
L ] * O * ® - » o . L]
[ ] L] L] ] o]

4 +3 | =7 7 .4 |= 8

Suma Resta
Contadores: e, o = 1

En la imagen de arriba hemos dispuesto cuatro contadores de valor uno para representar el ni-
mero 4 (izquierda-a), después de adjuntar otros tres contadores (izquierda-b) que representan el nu-
mero 3 tenemos una representacion del numero 7 (izquierda-c) ; es decir, la suma 4+3. De manera
similar, si partimos de la representacion del nimero 7 (derecha-a) y eliminamos un conjunto de fi-
chas que representan el nimero 4 (derecha-b), lo que queda en la mesa es 3 o el resultado de la resta
7-4 (derecha-c).

Para realizar las operaciones anteriores no es necesario saber nada sobre las tablas de sumar o
restar, en particular no se necesita saber que 4+3 =7 o 7-4 = 3, solo se necesita saber como manipu-
lar los contadores. En realidad, es el abaco el que permite "descubrir" que el resultado de 4+3 es 7y
el de 7-4 es 3. Este es un punto esencial sobre el uso de los dbacos al que volveremos en el capitulo
dedicado a la suma y la resta.

Se considera cominmente que en Aritmética hay cuatro operaciones fundamentales: Suma, Res-
ta, Multiplicacion y Division, y que cualquier otro calculo (por ejemplo, obtener una raiz cuadrada)

S


https://es.wikipedia.org/wiki/%C3%81baco
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Usando_un_abaco-01.png
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de un modo u otro se reduce a una secuencia de estas cuatro operaciones fundamentales. Pero tam-
bién se puede considerar la multiplicacién como una suma repetida y la division como una resta re-
petida, de modo que cualquier calculo aritmético, en realidad, se reduce en ultima instancia a una
secuencia de sumas y restas. Por lo tanto, con un dbaco como el del ejemplo que permita sumar y
restar se puede realizar en principio cualquier calculo aritmético, aunque esto podria ser extremada-
mente dificil, o quizas imposible, sin algunos refinamientos que tenemos que introducir.

Con el abaco utilizado en el ejemplo anterior (s6lo contadores idénticos con valor asignado
uno), es evidente que si comenzamos a trabajar con niimeros progresivamente mas grandes, nuestra
mesa (dbaco) acabara abarrotada de contadores haciendo impracticable su uso e interpretacion. Ne-
cesitamos una forma de reducir el numero de objetos fisicos (contadores) a manipular y mantenerlo
dentro de unos limites que nos resulten comodos. Para esto hay un par de soluciones:

» Utilizar contadores fisicamente diferentes con diferentes valores asignados. Este es el sis-
tema mas primitivo, utilizado por los sumerios hace més de 5000 afios y todavia vigente, ya
que el uso de monedas y billetes de diferentes valores nominales en cualquier sistema mone-
tario actual se corresponde perfectamente con esta idea.

* Definir regiones espaciales en nuestra mesa (dbaco) para que un mismo contador represen-
te un valor u otro segun la region que ocupe.

a b c d e T
L I ] * @ O 0O " & B @ [ ] @ L 3N ] 'III'I' L ]
[ I ] - & O 0O & & & @ [ ] [ ] L )
- @ . & O & & @ [ L ] -
. e 0O . e 0 . ] ™ | |-
7 +7 = 14 14 14 114
Contadores; o, 0o =1, @ = 10

Veamos un ejemplo: En la figura anterior hemos sumado 7+7 (a y b) con nuestro dbaco primiti-
vo, y vemos que 14, el resultado, se muestra como una mesa repleta de contadores (c¢). Podemos
reemplazar algunos de estos contadores con uno fisicamente diferente que tenga asignado un valor
mas alto, por ejemplo 10 (el valor de reemplazo). Con esto, el estado de nuestro abaco (d) se hace
mas facil de interpretar; se ha simplificado ya que se han sustituido 10 contadores de valor 1 por un
solo contador de valor 10. Esta seria la primera de las soluciones apuntadas arriba.

Alternativamente, podemos considerar el abaco dividido en dos regiones espaciales y utilizar
contadores idénticos a los que asociaremos un valor u otro segun la region en la que lo ubiquemos.
En (e) en la figura anterior, el dbaco se ha dividido en dos regiones, izquierda y derecha, separadas
por una linea vertical doble. Si asignamos un valor de uno a los contadores ubicados a la derecha y
10 a los ubicados a la izquierda, el nimero 14 estaria representado como se ilustra. Esta forma de
proceder es preferible a la anterior ya que podemos repetir el proceso, definiendo tantas regiones
como necesitemos con los valores de reemplazo que nos convengan, permitiéndonos representar nu-
meros arbitrariamente grandes con contadores de un solo tipo; por ejemplo, en (f) hemos represen-
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tado 114 con tan s6lo 6 contadores usando tres regiones y dos valores de reemplazo de 10. Estamos
asistiendo aqui al nacimiento de la notacion posicional!

Antes de continuar conviene indicar que existen dos tipos principales de abacos:

Abaco de mesa europeo. Un dbaco de contadores libres usando monedas de 0,01 € como contadores
(NUmero representado: 1724).

+ Abaco de contadores libres o abaco de mesa: los contadores son independientes y normal-
mente se mantienen separados en una caja o bolsa y se colocan o quitan de la mesa segun
sea necesario [Barnard 1916; Smith 1921] . Es el tipo mas primitivo y el que hemos conside-
rado aqui hasta ahora.

» Abaco de cuentas fijas: Los contadores, llamados cuentas en este contexto, estan siempre
presentes, integrados en un marco y pueden deslizarse desde una posicion inactiva a una ac-
tiva a lo largo de ranuras, rieles, cuerdas, alambres o varillas. Este es el tipo mas sofisticado
de abaco, portatil, compacto, y que permite un calculo més rapido. Como veremos, el dbaco
oriental, al que estd dedicado este libro, es de este tipo.

Abaco ruso schoty


https://es.wikipedia.org/wiki/Notaci%C3%B3n_posicional
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:European_abacus.jpg
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Schoty_abacus.jpg
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Abaco escolar

Ahora podemos mencionar al abaco ruso (Schoty) , al abaco irani (chortkeh) y al abaco esco-
lar como ejemplos de dbacos de cuentas fijas que se ajustan a lo que hemos explicado hasta ahora.
Los tres consisten en un marco de madera con alambres dispuestos horizontalmente a lo largo del
cual se ensartan diez cuentas en el caso del dbaco ruso y el escolar y nueve en el abaco irani. Las
cuentas pueden deslizarse desde una posicion inactiva (derecha) a una posicion activada (izquierda)
y cada alambre o varilla representa una de las regiones mencionadas anteriormente, con un valor de
reemplazo de 10; de modo que una cuenta en cada uno de los alambres tiene un valor asociado diez
veces mas alto que el de las cuentas en el alambre inmediatamente inferior.

a b c
[ TTIS-TTTY S T TT I IstsT YT T 2 ¥ 106060
L I TYLSI YIS 2 YT IslsT TYT T ¥ 16066
1111 'TTI: S1111s SITTT: *» 166
rese® sl T T TR 1111 sl TT T T X 10
CIiIsL L] .- T3 11 Isisl | 113 * 1
Chartkeh Schoty (CuyéTtn)
Abaco irani Abaco ruso
Nimero: 1547 (simplificado)
Nimero: 1547
Contadores: e, o = 1

Estos abacos tienen todo lo necesario para permitir operaciones aritméticas con nimeros expre-
sados en notacidon decimal: varias varillas para representar potencias sucesivas de diez y 9 cuentas
para representar los digitos del 0 al 9 (por conveniencia, el dbaco ruso y el escolar tienen una cuenta

mas de lo estrictamente necesario). Si lo desea, puede probar un simulador de 4baco ruso en este en-
lace.

S
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Pero todavia necesitamos un ultimo refinamiento para comprender completamente el abaco de
Asia oriental.

*:t
> 8 ¢

Subitizacién: A medida que aumenta el nUmero de objetos, se vuelve mas dificil para un observador
apreciar instantdneamente cuantos estan presentes sin contar.

Subitizacion es un término de origen inglés (Subitizing) que representa la apreciacion rapida,
precisa y segura que podemos hacer del nimero de una pequena cantidad de objetos. Podemos ha-
cer tal apreciacion si el nimero de objetos a contar es 4 0 5 como maximo; a partir de ahi, tendre-
mos que invertir tiempo en contar. En los dbacos de Rusia e Irdn y en el escolar tenemos 9 o 10
cuentas por varilla, por lo que la lectura del nimero representado puede estar mas alla de este limite
de subitizacion de 4 o 5. Esto se alivia utilizando cuentas de dos colores diferentes como se ilustra
en las imagenes anteriores, pero también hay un par de técnicas adicionales que no solo nos permi-
ten permanecer dentro de los limites de la subitizacion, sino que también reducen la cantidad de
cuentas necesarias en el abaco.

a b C d
°f# o [°® (e *5 | Ll
I Wﬂ

18 18 18 168

En la imagen superior (a) tenemos el numero 18 representado en dos regiones (barras, colum-
nas, alambres...); una de ellas contiene 8 contadores que estan por encima del limite de subitizacion.
Para simplificar la lectura del 4baco podemos:

S
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» Utilizar un tipo diferente de contador con un valor de reemplazo de, por ejemplo, cinco

(b).
* Subdividir las regiones o barras en dos zonas: una en la que un contador toma el valor uno
y la otra en la que toma el valor cinco (c, d).

En cualquier caso, no necesitamos tener mas de cuatro contadores idénticos por region para po-
der representar numeros en notacion decimal, por lo que tenemos garantizada la lectura rapida del
abaco. Cuando usamos 5 como el segundo valor de reemplazo, estamos usando una notacion deci-
mal biquinaria para los nimeros. Ejemplos de ambas soluciones son las varillas de calculo y
el abaco oriental.

Varillas de calculo

Sangi (B7K): Varillas de calculo estilo japonés sobre un tablero. Cada casilla puede albergar un digito.

Las varillas de calculo son un abaco tipo mesa, o abaco de contadores libres, en los que los contado-
res son pequenas varillas de madera, bambu, hueso, etc. que se disponen sobre una superficie plana,
utilizando o no un tablero con casillas o escaques. Este dbaco que dominé las matematicas chi-
nas durante al menos 14 siglos y las matematicas japonesas hasta la Restauracion Meiji (a mediados
del siglo XIX), es probablemente el mas versatil que ha existido alguna vez, ya que nos permite dis-
tribuir digitos en dos dimensiones, aunque desafortunadamente también es muy lento de manipular.

a b c
e v = L
I 1 | o
| |-
18 18 18
-=5 =1

En la figura anterior (a) usamos barras dispuestas verticalmente (1) como contadores de valor
uno para representar el numero 18. En (b) usamos una barra dispuesta horizontalmente (—) como
contador de valor cinco y en (c¢) usamos una disposicion mas compacta con alternancia de orienta-
cion, o no, dependiendo de si usamos una mesa lisa o un tablero con casillas. Los digitos del 1 al 9
se representan como:


https://es.wikipedia.org/wiki/Restauraci%C3%B3n_Meiji
https://es.wikipedia.org/wiki/Wasan
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_china
https://es.wikipedia.org/wiki/Matem%C3%A1tica_china
https://es.wikipedia.org/wiki/Numeraci%C3%B3n_con_varillas
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%B3digo_biquinario
https://es.wikipedia.org/wiki/C%C3%B3digo_biquinario
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Sangi-Japanese_style_counting_rods.jpg
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Using-an-Abacus-05.png
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112 |3 |4 |5 |6
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(ver detalles en Wikipedia)

Por ejemplo, el nimero 1547 se expresaria:

I {f |1

— m=ET
1547

El cero estaba representado por una celda vacia en el tablero o por un espacio u otro objeto (por
ejemplo, una ficha de Go) en la mesa. Adicionalmente, se solian utilizar varillas de dos colores dife-
rentes para distinguir nimeros positivos y negativos.

Es interesante mencionar que este es el unico dbaco que se conoce que usa la orientacién de los
contadores para asignarles un valor u otro; pero encontramos un paralelo a este concepto, si no un
precedente, muchos siglos antes de la aparicion de las varillas de célculo en los numerales babiloni-
cos utilizados para escribir nimeros en notacion sexagesimal. Cada digito babilonico estaba consti-
tuido por una serie de impresiones del borde de un estilo de cafia sobre arcilla fresca con valor uni-

tario si la impresion era vertical. ( T , n , m, T, e m), y con valor diez si las impresiones se

realizaban girando el estilo 45 grados o mas en sentido antihorario ( < , (, «, *'\%, *'\{’:). El nu-
mero decimal 1547 se expresa en sexagesimal en la forma 25:47, donde "25" y "47" son dos digitos

sexagesimales escritos como: . Tr y ‘f'

F <@

25:47 (1547)

La misma apariencia de estos digitos sugiere su representacion inmediata en un dbaco de mesa
usando varillas de calculo.
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El abaco oriental

Reconstrucciéon de un dbaco romano. El original, de bronce, se encuentra en la Biblioteca Nacional de
Francia.

La segunda de las soluciones mencionadas es la adoptada tanto por el dbaco romano como por
los abacos aparecidos en China.
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Abaco romano

y
Abaco chino antiguo soroban o
NOmero: 1547 suanpan
modernos

Nuamero: 1547

Si bien se conocen algunos ejemplos de dbaco romano como el de la figura, donde las cuentas se
deslizan a lo largo de ranuras, no se sabe nada con certeza sobre el origen del dbaco oriental y si és-
te podria estar inspirado en aquel. Una frase confusa del Shushu Jiyi (fii80fCiE) de Xu Yue (IR )
[Xu Yue s.II], que quizas data del siglo II, a menudo se cita como la descripcion de un dispositivo
de célculo que podriamos identificar con un édbaco y que se ha interpretado de diferentes maneras
[Martzloft 2006]; por ejemplo, como en la figura (a) anterior. En esta interpretacion de un primer
abaco chino como abaco de mesa, la parte central se divide en una serie de columnas de dos partes;
la superior asignaria un valor de 5 a cada cuenta y la inferior un valor de 1, mientras que las cuentas
inactivas (sin usar) esperan dispersas por encima y por debajo de la parte central [Kojima 1963].
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Se desconoce cuando aparecio el abaco de cuentas ensartadas a lo largo de varillas, pero cuando
este abaco sustituy6 en China a las varillas de calculo a lo largo del siglo XVI, no tenia cuatro cuen-
tas inferiores y una superior como el dbaco romano (nos referiremos a esta disposicion como un
abaco tipo 4+1) sino cinco en la parte inferior y dos en la parte superior (abaco tipo 5+2), separadas
por una barra horizontal. Las cuentas adicionales, no necesarias para el calculo con nimeros deci-
males, se introdujeron por conveniencia para adaptar al dbaco los algoritmos que se habian desarro-
llado con las varillas de calculo. Historicamente, se han utilizado los cuatro tipos de dbaco descritos

en la figura siguiente:

ol e e -l -l
s e R e 8

Abaco moderno 4+1 estilo japonés (soroban)
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e | o | o | o | *® & & @ " ® @ ®
| o | e | o | e o | o | " s s =
| o | ® e | o |
o | o o o | e o | o | e
| o o o | o o o o | o o
« o o | o o o | | o o o o | o o
. & o @ * & e @ e o o | [ . e »
e o | o e o | o * * o @ « o o |
.« & o @ e o | o ® o o o
[ ] [ ] [ ] [ ] » [ ] | [ ]
L ] [ ] [ ] [ ]
A4+1 5+1 5+2 5+3
Diferentes tipos de Abaco oriental
Numero representado: 1547
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Simbolicamente, las areas superior ¢ inferior del abaco han sido designadas Cielo (X, Tian en

chino, 7Ten en japonés) y Tierra (M, De en chino, Chi en japonés).

En la segunda seccion de este libro nos centraremos en el uso del abaco tipo 4+1 o abaco mo-
derno, siguiendo lo que llamaremos el método moderno. Si entiende los principios en los que se
basa cualquier abaco y aprende a usar el abaco moderno, no tendréd dificultad en imaginar como
puede usarse cualquier otro tipo de dbaco, al menos para operaciones elementales de suma y resta.
Esto podria incluir, ;por qué no? el siguiente dbaco para calculos sexagesimales conjeturado por
Woods [2017] como el dbaco babildnico, basado en lo que sabemos sobre las matematicas en Meso-
potamia ... jy en los errores detectados que cometieron los escribas y sus aprendices!

& 8 —0 & @
* 8 08— @

Abaco hipotético
babilénico de
cuentas fijas 9+5

— 8 O 8 @
— % 8 O 8 @

Numero: 25:47
(decimal: 1547)
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I Primer Plano del Abaco Oriental

Descripcion del abaco oriental

Abaco chino tradicional (suanpan) de 13 varillas tipo 5+2.
El abaco oriental consta de las siguientes partes hechas de madera, bambu, metal, plastico, etc.:

*  Un marco rectangular.

* Un cierto numero de varillas paralelas los lados mas cortos del marco a lo largo de las cua-
les se ensartan las cuentas. El nimero de varillas es tradicionalmente impar, y suele estar
comprendido entre 9 y 27.

* Una barra o viga, paralela a los lados mas largos del marco, divide el abaco y las varillas en
dos partes: una superior mas estrecha, el Cielo, y una mas ancha abajo, la Tierra.

* Cuentas superiores, es decir, las de la region superior de las varillas, a las que se asigna un
valor de 5 cuando se activan.

* Cuentas inferiores, las de la region inferior de las varillas a las que se asigna un valor
de 1 cuando se activan.

* Algunos dbacos modernos pueden incluir un boton de reinicio para devolver las cuentas a
su posicion inactiva (ver mas abajo).

* Los abacos modernos también suelen presentar algin tipo de marcas unitarias cada tres va-
rillas para facilitar la alineacion de los nimeros asi como la lectura de los mismos. Son con-
venientes para dbacos con un nimero elevado de varillas (17-27), pero no son esenciales.
Para algunos es una molestia.

Abaco moderno estilo japonés (soroban) de 23 varillas con botén de reinicio y marcas unitarias sobre la
barra.

Un soroban moderno (4+1) de 17 varillas con marcas unitarias sobre la barra central

FTHTH

Es conveniente sefalar que los dbacos chinos suelen tener cuentas de formas redondeadas mientras
que los japoneses las tiene de forma biconica, como puede apreciarse en las imagenes anteriores.

S
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Cuentas activas e inactivas

Las cuentas se consideran inactivas mientras estan separadas de la barra o viga central. El dbaco
de la siguiente figura se ha restablecido o borrado y todas sus cuentas estan inactivas. Se puede con-
siderar que todas las barras contienen ceros.

Un abaco puesto a cero

i

Cuando movemos las cuentas hacia la barra central las consideramos activas y es entonces
cuando adquieren el valor asignado 5 (las superiores) o 1 (las inferiores). Esto es lo que nos permite
representar nimeros. Con un dbaco moderno tipo 4+1 podemos formar exactamente los diez digitos
del 0 al 9 necesarios para realizar calculos con niumeros decimales, y estos digitos tienen una repre-
sentacion unica.

Representacion de digitos en un abaco moderno 4+1

L

Pero con un abaco tradicional 5+2, y usando la cuenta suspendida, podemos representar nime-
ros hasta 20 en cada varilla!

Representacion de digitos en un abaco tradicional 5+2

© 1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10
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Observe las tres peculiaridades del abaco tradicional:

La posibilidad de representar nimeros de 10 a 20 en una sola varilla. Esto es importante en
algunas técnicas tradicionales de multiplicacion y division que son explicadas en la seccion
pertinente de este libro.

El uso de la cuenta suspendida para representar los nimeros del 15 al 20. De hecho, el aba-
co tradicional deberia tener tres cuentas en la parte superior (abaco tipo 5+3) para ser usado
con las técnicas tradicionales de multiplicacion y division, pero el uso de la tercera bola su-
perior resulta muy esporadico y compensa prescindir de dicha tercera cuenta simulandola
con la cuenta suspendida.

El hecho de que los numeros 5, 10 y 15 se pueden representar de dos formas diferentes:
usando la quinta cuenta inferior o no. Este hecho puede usarse para simplificar un poco las
operaciones de suma y resta como podra verse en el capitulo dedicado al Uso de la 5* Cuen-
ta Inferior.

Puesta a cero del abaco

Después de terminar un cdlculo y antes de comenzar uno nuevo, sera necesario restablecer el
abaco a su estado inicial (todas las cuentas inactivas).

Si su abaco tiene un botdn de reinicio, simplemente presionelo y tendra su abaco listo para

un nuevo uso.

Con un dbaco de estilo japonés moderno (soroban, con cuentas biconicas) esto se consigue

de una forma muy rapida y eficaz. Simplemente incline el dbaco hacia usted hasta que todas

las cuentas caigan a su posicion mas baja y devuelva el abaco a su posicion habitual sobre la
mesa. Luego, con un movimiento rapido, deslice la uiia de su dedo indice derecho de iz-
quierda a derecha, justo por encima de la viga central, para empujar las cuentas superiores
hacia arriba.

Con un 4baco de estilo tradicional chino (suanpan con cuentas redondeadas) la maniobra an-

terior puede no funcionar correctamente; pero si el abaco es lo suficientemente grande, hay

otro procedimiento que representa un pequefio desafio de habilidad interesante en si mismo:

o Tome el dbaco con ambas manos por los lados cortos del marco e inclinelo hacia usted
unos 45 grados hasta que caigan las cuentas.

o Desde esa posicion y sin mover los antebrazos, fuerce una rotacioén brusca del abaco a la
posicion horizontal con un giro de sus muifiecas. Si el eje de rotacion definido por sus
mufiecas pasa por la mas alta de las cuentas inferiores, la fuerza centrifuga llevara a las
superiores a su posicion inactiva.

©  Vuelva a poner el dbaco sobre la mesa. Probablemente necesitara algo de tiempo para
perfeccionar esta técnica.

S
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o Finalmente, si todo lo anterior falla, como ultimo recurso, puede usar los dedos de su
mano como una escoba para barrer las cuentas a su posicion inactiva.

Moviendo las cuentas

Hasta finales del siglo XIX en Japon, ningun autor antiguo se molesto en escribir sobre como se
deben manipular las cuentas [Chen 2018]; pero seguramente la técnica se transmitio por via oral.

Para empezar, digamos que los dbacos modernos son tan ligeros que es necesario sujetarlos con
la mano izquierda para estabilizarlos y evitar que se muevan sobre la mesa al manipular las cuentas.
Esto tendria consecuencias desastrosas si ese movimiento induce el desplazamiento de otras cuentas
distintas a las que queremos mover. En comparacion, otros abacos tradicionales son tan pesados que
permanecen estables por si mismos, lo que le permite usar su mano izquierda para otros fines, como
por ejemplo seguir una lista de numeros en un libro de contabilidad; ademas, podria utilizar uno de
estos dbacos como pisapapeles para estabilizar una pila de facturas, etc.

Asi pues, emplearemos la mano izquierda para estabilizar el dbaco sobre la mesa mientras que
usaremos la mano derecha para la manipulacién de las cuentas. Mencionemos sin embargo que, en
algunas regiones de Asia, se ensefia a mover las cuentas usando ambas manos.

Qué dedos usar

Para dabacos modernos con una longitud de varilla de aproximadamente 6 cm, se recomienda
utilizar dos dedos: el pulgar y el indice de la mano derecha.

* Use su dedo indice para mover las cuentas superiores hacia arriba y hacia abajo y para mo-
ver las cuentas inferiores hacia abajo.
* Use su pulgar para mover las cuentas inferiores hacia arriba.

Pero algunos maestros muy experimentados solo usan el dedo indice ...

Para abacos tradicionales mas grandes, se recomienda usar tres dedos: pulgar, indice y dedo
medio de la mano derecha.

* Use su dedo medio para mover las cuentas superiores hacia arriba y hacia abajo.
* Use su dedo indice para mover las cuentas inferiores hacia abajo.
* Use su pulgar para mover las cuentas inferiores hacia arriba

Movimientos combinados

Cuando la operacion afecte tanto a las cuentas superiores como a las inferiores, intente seguir las
reglas de la tabla siguiente. Algunos movimientos pueden realizarse simultineamente y otros deben
realizarse en rapida sucesion en el orden indicado.
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Movimientos combinados de cuentas superiores e inferiores
Para mover -

Cuenta superior hacia Cuenta superior hacia
y o arriba abajo

Cuentas infe-

riores hacia Hdgalo simultaneamente Hagalo simultdneamente
arriba

Cuentas infe- Primero la(s) cuenta(s) Primero la cuenta supe-

riores hacia inferior(es), luego la rior, luego la(s) infe-
abajo superior rior(es)

Ejercicios

Ingrese los digitos del 1 al 9 de izquierda a derecha en cualquier lugar de su dbaco (moderno
o tradicional) usando las reglas anteriores.

TI: =F
§
iis-iiia_
1 2 3 4 5 6 7 8 9
luego, eliminelos de izquierda a derecha utilizando también las reglas anteriores.

Ingrese tres 0 mas seises consecutivos de izquierda a derecha y limpielos en rapida sucesion
de izquierda a derecha.

A B C
I —

FFE

Este ejercicio deberia repetirlo diariamente unas cuantas veces hasta que pueda hacerlo casi
sin mirar el dbaco.
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Il Adicidn y Sustraccion

Introduccion

Como ya se ha dicho en la seccion Conceptos Basicos de este libro, la suma y la resta son las
dos tnicas operaciones que se pueden realizar en el abaco; todo lo demas debe reducirse a una se-
cuencia de tales sumas y restas, por lo que aprender estas dos operaciones es el paso mas fundamen-
tal en el estudio del abaco.

Aprender a sumar y restar con el dbaco es otro caso de aprendizaje psicomotor, similar a apren-
der a bailar, montar en bicicleta, conducir o aprender un instrumento musical.

* En una primera fase se necesita un esfuerzo cognitivo continuo tratando de determinar cual
es el siguiente movimiento que se tiene que hacer.

* Posteriormente, se tiende a pensar menos mientras los movimientos van surgiendo de una
forma cada vez mas automatica.

* Finalmente, los movimientos surgiran espontaneamente, se tendran definitivamente progra-
mados en la corteza cerebral motora y no habra que volver a pensar en ellos. No obstante, se
podran perfeccionar a lo largo de toda la vida.

Si, estudiar el dbaco es como aprender a tocar un instrumento musical, pero aprender el dbaco es
mucho mas facil y rdpido que aprender a tocar la viola y el progreso se puede notar dia a dia.

En lo que sigue nos ocuparemos de la suma y la resta conjuntamente; en efecto, seria muy dificil
separar el aprendizaje de una de estas operaciones de la otra ya que, como veremos, cuando estamos
sumando pasamos la mitad del tiempo restando nimeros complementarios y viceversa, cuando esta-
mos restando pasamos la mitad del tiempo sumando dichos nimeros complementarios.

También se ha anticipado en el capitulo citado de este libro

que no es necesario saber sumar y restar para usar un abaco, solo
saber manipular las cuentas o contadores. De hecho, durante si-
glos se ensefio el abaco a personas que no tenian conocimientos
previos de aritmética, y que el inico conocimiento que tendrian
de ella a lo largo de su vida seria el uso del propio abaco. Apren-
dieron a sumar y restar memorizando una larga serie de, llamé-
moslo, versos, rimas o reglas destinadas a ser cantadas o recita-
das a medida que se practicaban. Por ejemplo, tomandolas

o s e : ) Las dos primeras paginas
del Pdnzhii Suanfa de Xu-Xilu [1573], el primer libro comple- del Panzhii Sudnfa

tamente dedicado al dbaco publicado en 1573 (finales de la din-
astia Ming), y traducidas libremente del chino:
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Reglas para la suma de un digito (Xu Xinli, 1573)

1 activar 1, 1 activar 5 desactivar 4, 1 restar 9 llevar 1

2 activar 2, 2 activar 5 desactivar 3, 2 restar 8 llevar 1

3 activar 3, 3 activar 5 desactivar 2, 3 restar 7 llevar 1

4 activar 4, 4 activar 5 desactivar 1, 4 restar 6 llevar 1

5 activar 5, 5 desactivar 5 llevar 1

6 activar 6, 6 activar 1 desactivar 5 llevar 1, 6 restar 4 llevar 1

7 activar 7, 7 activar 2 desactivar 5 llevar 1, 7 restar 3 llevar 1

8 activar 8, 8 activar 3 desactivar 5 llevar 1, 8 restar 2 llevar 1

9 activar 9, 9 activar 4 desactivar 5 1levar 1, 9 restar 1 llevar 1
Reglas para la resta de un digito (X4 Xinlu, 1573)

1 desactivar 1, 1 tomar 1 sumar 9, 1 activar 4 desactivar 5

2 desactivar 2, 2 tomar 1 sumar 8, 2 activar 3 desactivar 5

3 desactivar 3, 3 tomar 1 sumar 7, 3 activar 2 desactivar 5

4 desactivar 4, 4 tomar 1 sumar 6, 4 activar 1 desactivar 5

5 desactivar 5, 5 tomar 1 sumar 5

6 desactivar 6, 6 tomar 1 sumar 4

7 desactivar 7, 7 tomar 1 sumar 3

8 desactivar 8, 8 tomar 1 sumar 2

9 desactivar 9, 9 tomar 1 sumar 1

~

Lo cual, obviamente, nos informa de qué cuentas tenemos que mover para sumar o restar un di-
gito. Por ejemplo, la tercera linea de la tabla de suma contiene tres reglas para intentar sumar un 3:

* 3 activar 3, es decir, simplemente activar tres cuentas inferiores.
* 3 activar 5 desactivar 2, es decir, activar una cuenta superior y desactivar dos inferiores.
* 3 restar 7 lleva 1, es decir, restar 7 y acarrear (sumar) 1 a la columna de la izquierda.

que se aplican, por ejemplo, a los siguientes casos:

1+3

3 activar 3

- -4l -
~ -l -
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3+3

3 activar 5 desactivar 2

9+3

. - -
" o

A B

-

g—

_§3 restar 7 acarrear 1 ?§

i3 iz
0 9

1 2

Comprendera mejor estas reglas mas adelante, pero no se preocupe de todos modos, no tendra
que seguir estas 48 reglas, ya que ird por un camino mas facil memorizando solo seis reglas que,
ademas, se pueden resumir en solo tres.

Suma y resta de un digito

El primer paso para aprender a sumar y restar con un abaco es aprender a sumar o restar uno de
los 9 digitos 1, 2,..., 9 a/de cualquier otro 0, 1, 2,..., 9; en total 180 casos que recorreremos en nues-
tra practica diaria hasta que los tengamos integrados en nuestra memoria motora. Después de esto,
sumar o restar nimeros de varios digitos sera tan simple como iterar este proceso de manera ordena-
da para todos los digitos del sumando o sustraendo.

Lo que necesita saber
Para tratar los 180 casos mencionados anteriormente sin memorizar las 48 reglas del Panzhu

Suanfa, necesitamos memorizar algunos datos casi triviales:

* las cuentas necesarias para formar un digito.
* los complementos a 5 de los digitos 1,2, 3,4y 5
* los complementos a 10 de los digitos 1, 2, ..., 10

Cuentas necesarias para formar un digito

Recuerde lo que se dijo en los Conceptos Basicos de este libro: "La suma se simula reuniendo
los conjuntos de contadores que representan a los dos sumandos, mientras que la resta se simula
eliminando del conjunto de contadores que representan al minuendo un conjunto de contadores que

S
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representan al sustraendo” . Por lo tanto, necesitamos saber las cuentas que componen cada digito
para poder sumarlas o restarlas, pero esto ya lo sabemos por la figura:

Representacion de numeros en un abaco moderno 4+1

F S S S 3 ke s
FHLITHL

o en forma de tabla:

Cuentas necesarias para formar un digito
Digito Superiores inferiores

O O NO U~ WN R
PF PR PRPRFROOO®O
P WNPEFRPOPAAWNR

Numeros complementarios

También necesitamos memorizar dos tipos de parejas de digitos:

*  Numeros complementarios a 5
*  Numeros complementarios a 10

Estos son las parejas de digitos que juntos suman 5 o 10. Siempre los podemos encontrar men-
talmente con nuestro conocimiento de suma y resta, pero con la practica terminaran solidamente
instalados en nuestra memoria sin la necesidad de "calcularlos" mentalmente. Son la base de la me-
canica del abaco.

Nimeros complementarios a 5
0 -51-42-3

Nimeros complementarios a 10
0 -101-92-83-74-65-25
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En una etapa posterior, para tratar con nimeros negativos, también necesitara manejar nimeros
complementarios a 9:

Nimeros complementarios a 9
0 -91-82-73-64-5

Pero por ahora puede olvidarse de ellos sin problemas.

Las reglas a utilizar

La mecanica de la suma y la resta se basa en tres reglas que se probaran en secuencia tomando
en cuenta lo siguiente:

* Sodlo si una regla fracasa (porque no dispongamos de las cuentas necesarias para completar
la operacion) procederemos a probar con la siguiente regla.

* Lasegunda de las reglas solo funciona para los digitos 1, 2, 3 y 4.

* La tercera regla descompone la operacion en otras dos "mas simples” : un acarreo a la co-
lumna directamente a la izquierda, sea llevar (sumar 1) o tomar prestado (restar 1) de esa
columna, mas una operacion del tipo opuesto (es decir, una resta si estamos sumando o una
suma si estamos restando). En este caso:

o La primera operacion, con la columna de la izquierda (llevar o tomar prestado), es trivial
la mayor parte de las veces, pero no siempre.

o La segunda operacion (la opuesta a la inicial) culminara usando las reglas 1 o 2 (nunca
3) de la operacidn contraria; es decir, la operacion acabaré aqui.

o Necesitaremos decidir en qué orden haremos estas dos operaciones.

Reglas para la suma
Estas son las reglas para la suma de un digito:

1 Trate de anadir las cuentas necesarias

Trate de afiadir 5 (una cuenta superior) y retirar el complemen-
tario a 5 (cuentas inferiores)

3Lleve 1 a la izquierda y reste el complementario a 10

Reglas para la resta
Y estas son las reglas para su sustraccion:

1 Trate de retirar las cuentas necesarias

2 Trate de retirar 5 (cuenta superior) y ahadir el complementario
a 5 (cuentas inferiores)

3 Tome prestado 1 de la izquierda y sume el complementario a 10

S
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Reglas conjuntas de suma y resta

Las reglas anteriores para la suma y la resta son de estructura idéntica, por lo que podemos fu-
sionarlas en:

1 Trate de afadir/retirar las cuentas necesarias
Trate de afiadir/retirar 5 (cuenta superior) y retirar/aiadir el
complementario a 5 (cuentas inferiores)

Lleve/tome prestado 1 de la izquierda y reste/sume el complemen-
tario a 10

iy asi solo tendremos tres reglas que memorizar! Estas reglas nos ayudardn en la fase inicial de
nuestra practica a decidir qué cuentas hemos de mover, pero con el tiempo las iremos necesitando
cada vez menos, conforme vayamos integrando en nuestra memoria motora cada uno de los 180 ca-
sos de suma y resta de un digito y, con la practica, llegaremos a prescindir totalmente de ellas. En-
tonces podremos decir que hemos aprendido a sumar y restar con el abaco.

Las reglas anteriores nos muestran la absoluta simetria de las operaciones de suma y resta con el
abaco y justifican que tratemos ambas operaciones conjuntamente.

Orden de las operaciones

Antes de pasar a algunos ejemplos preliminares tenemos que decidir qué orden de operacion
usar en caso de llegar a la regla 3, lo que sucedera la mitad de las veces. Esta regla nos lleva a divi-
dir el problema original en dos partes, con suerte mas simples: un acarreo (llevada o préstamo) y
una operacion del tipo opuesto a la que estamos realizando. ;Qué hacemos primero?

El método estandar japonés que se enseia actualmente y desde finales del siglo XIX propone
realizar primero el préstamo y luego la suma del nimero complementario en el caso de la resta (lo
cual recibe el nombre de sakidama FC¥k en japonés), mientras que en el caso de la suma, la resta
del nimero complementario se hace primero y luego se lleva 1 a la columna de la izquierda (atoda-
ma 1&¥K) [Kojima 1954]. Esto parece inspirado en la estructura de las reglas / versos / rimas chinas
utilizadas para ensenar el dbaco desde la antigliedad, pero no parece haber ninguna razon logica
convincente para hacerlo y no todos estan de acuerdo [ Abraham 2011].

Como veremos, con el dbaco se trabaja de izquierda a derecha durante la suma y resta de nume-
ros de varios digitos, por lo que parece natural intentar respetar este movimiento de izquierda a de-
recha de la mano sin molestarla con continuas idas y venidas a la columna de la izquierda. Usar
siempre sakidama (llevar y tomar prestado primero), tanto para la suma como para la esta, parece lo
mas natural.

No hace falta decir que si tiene un profesor o un entrenador debe seguir escrupulosamente sus
instrucciones, pero si es autodidacta no dude en experimentar hasta encontrar su camino.

Por cierto, en algunos paises asiaticos se ensefia a usar la mano izquierda para llevar y tomar
prestado.

S
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Algunos ejemplos preliminares
Ejemplo
Ponga un 1 en una columna de su abaco y simele 3:

1. (Tenemos a nuestra disposicion (inactivas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para sumar-
las al 1 de nuestro abaco? jSi!
2. entonces, las activamos y hemos completado la operacion con la primera regla.

1+3

Regla 1

- -4l -
= -l -

Ejemplo
Entre 3 en una columna de su dbaco y simele otro 3:

1. ;Tenemos a nuestra disposicion (inactivas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para sumar-
las a las 3 de nuestro abaco? jNo!

2. entonces, pasamos a la segunda regla.

3. Como el sumando 3 es menor que 5 podemos probar la segunda regla: ; Tenemos a nuestra
disposicion (inactiva) una cuenta superior? jSi!

4. entonces, aplicamos la segunda regla: activamos la cuenta superior y retiramos dos cuentas

inferiores (el complemento a 5 del sumando 3).
3+3

Regla 2

« -84l -
> h-4-1 -

Ejemplo
Ponga 9 en una columna de su abaco y sume 3:

1. (Tenemos a nuestra disposicion (inactivas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para sumar-
las a las 9 de nuestro dbaco? {No!
2. entonces, pasamos a la segunda regla.
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3. Como el sumando 3 es menor que 5 podemos probar la segunda regla: ;Tenemos a nuestra
disposicion (inactiva) una cuenta superior? jNo!

4. Entonces procedemos a la tercera regla:

5. Sume 1 ala columna A y reste 7 (el complemento a 10 de 3) de B

6. ¢Tenemos a nuestra disposicion (activas, estamos restando ahora de la columna B) las cuen-
tas necesarias (una cuenta superior y 2 inferiores) para retirarlas del 9 de nuestro dbaco? {Si!

7. entonces, retirelas y habremos completado esta parte de la operacion con la primera regla.

9+3

A B A B

- 5 - <

Como puede ver, las reglas utilizadas aqui son las mismas que aparecieron en el Panzhu Suan-
fa de Xu-Xinlu [1573], jpero condensadas en sélo tres reglas gracias al concepto de numeros com-
plementarios!

Veamos ahora los movimientos inversos para la resta:

Ejemplo
Ingrese 4 en una columna de su dbaco y reste 3 de la misma:
1. (Tenemos a nuestra disposicion (activas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para retirarlas
de las 4 en nuestro abaco? ;Si!
2. entonces, las desactivamos y habremos completado la operacion con la primera regla.
4-3

Regla 1

= -l -
- -4l -

Ejemplo
Entre 6 en una columna de su dbaco y reste 3 de ella:

1. ;Tenemos a nuestra disposicion (activas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para restarlas a
las 6 de nuestro abaco? jNo!
2. entonces, pasamos a la segunda regla.
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3. Como el sustraendo 3 es menor que 5 podemos probar la segunda regla: ;Tenemos a nuestra
disposicion (activa) una cuenta superior? Si!
4. Entonces aplicamos la segunda regla: desactivamos la cuenta superior y agregamos dos

cuentas inferiores (el complemento a 5 del sustraendo 3).
6-3

Regla 2

« -4l -

> 0h-4-1 -

Ejemplo
Entre 12 en un par de columnas de su abaco (AB) y reste 3 de B:

1. ;Tenemos a nuestra disposicidn (activas) las cuentas necesarias (3 inferiores) para
retirarlas de B? jNo!
2. Entonces, intentamos la segunda regla.
3. Como el sustraendo 3 es menor que 5 podemos probar la segunda regla: ; Tenemos a nuestra
disposicion (activa) una cuenta superior? jNo!
4. Entonces, pasamos a la tercera regla:
1. Tome prestado (reste) 1 de A y sume 7 (el complemento a 10 de 3) a B
2. (Tenemos a nuestra disposicion (inactivas, estamos sumando ahora) Las cuentas necesa-
rias (una cuenta superior y 2 inferiores) para agregarlas a las 2 en B? ;Si!
3. * entonces, activelas y habremos completado esta parte de la operacion con la primera
regla.
12-3
A B

TT
T?Regla 3

1 2

Tipos de suma y resta de un solo digito

La siguiente tabla muestra para cada una de las 180 operaciones elementales de suma y resta qué
regla nos resuelve el problema. Puede serle util durante sus primeras practicas, para elegir qué digi-
tos sumar o restar.
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Tipos de suma y resta de un solo digito
Resta

+1 1
+2 1
+31
+4 1
+5 1
+6 1
+7 1
+8 1
+9 1

1

W KR RFRRRNRR

1

W WREREr PR NNBR

Suma
0123456789

1

W w wrkr kL NNN

2

W wwwerkEkLNNN

1

WwwwwpREkpRR

1

WwwwwweER

1

W wwwwwwpRkE

1

wWwwwwwww
W wwwwwwww

012345

-13
-2 3
-33
-4 3
-53
-6 3
-7 3
-8 3
-9 3

1

wWwwwwwww
W wwwwwwpE

1

1

WWwwwwwpREpR

1

WwwwwpEkPErPr

2

W wwwekLNNN

WwweErEFRNNNR G

WWERRNNRRg

WHERRRNRKFR R @
PR RPRRPRRPRPKFERRPR Qo

Como puede ver, las tablas anteriores para la suma y la resta son imagenes especulares entre si.
Observe también coémo la mitad de los casos corresponden a la regla tres, es decir, requieren aca-
rreos, y de ellos, los marcados en negrita, terminan con una operacion de tipo 2 opuesta. Verifique
también como la regla 2 solo afecta la suma o resta de digitos menores que 5.

Ejemplos

Estudie detenidamente los siguientes ejemplos.

Ejemplo

Ponga 5 en una columna de su dbaco y sume 7:

En este ejemplo, que requiere un acarreo (regla 3), la resta del nimero complementario a su vez

requiere el uso de la regla 2, que afecta a la cuenta superior.

A
-

B
L

5+7

1

A B
e 2
b 3

_i
ii Regla 3 segquida de regla 2
0 5

3

2
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Ejemplo
Entre 95 en el dbaco y sumele 7:

Ahora el acarreo conduce a otra operacion de tipo 3, que requiere a su vez un nuevo acarreo. En
esta operacion se ven afectadas tres columnas del abaco.

95+7
A B C A B C

Regla 3 + regla 3

Ejemplo
Entre 999995 en el abaco y simele 7:

Se trata de una situacion extrema, extrapolacion del caso anterior, que conviene estudiar deteni-
damente. jEl acarreo se extiende o corre a través de las columnas de la izquierda hasta que encuen-
tra un hueco para alojarse!

999995+7

A B C D E F G A B C D E F G
Regla 3 + Re-
gla 3 +...
O 9 9 9 9 9 5 1 06 06 06 06 0 2
Piense que, si tuviéramos a nuestra disposicion una quinta cuenta inferior, como en el caso del
abaco tradicional, podriamos haber evitado este "acarreo" al menos temporalmente.

999995+7 en un abaco tipo 5+2
A B C D E F A B C D E F

Regla 3

9 9 9 9 9 5 9 9 9 9 10 2
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Para obtener detalles sobre el uso de la quinta bola inferior, puede consultar el capitulo corres-
pondiente una vez que haya adquirido suficiente practica.

Ejemplo
Entre 50 en su dbaco y reste 3:

En este caso de una operacion de tipo 3, el acarreo (préstamo) a su vez requiere una operacion
de tipo 2 (que afecta a la cuenta superior).

50-3
A B

§¥

Introduzca 10006 en su abaco y reste 7:

7

Finalmente, este es un caso de "pedir prestado” donde tenemos que viajar lejos hacia la izquier-
da para encontrar algo de lo que poder restar. Estudie también este caso detenidamente.

10006- 7
E B C D E

’£§§§§ f1iil

Se trata también de una situacion que se intenta paliar con el uso de una quinta cuenta inferior
en los dbacos tradicionales.

Dos consejos

Hasta aqui nuestras explicaciones teoricas o intelectuales sobre el dbaco. Ahora ya sabe lo que
"es" el abaco oriental y esta en camino. Este conocimiento intelectual sera su guia durante sus pri-
meros pasos, pero con la practica, los movimientos de las cuentas se convertirdn en una segunda na-
turaleza para usted y nunca volvera a pensar en todas estas reglas (al menos, hasta que escriba su
primer libro sobre el dbaco). Para lograr esto necesitarad practicar y practicar y te ofrecemos un par
de consejos importantes que le ayudaran a completar el camino que estd tomando ahora.
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* Nunca lea los resultados intermedios. Este es un mal habito que no conduce a nada, sdlo a
perder tiempo y energia mental, y lo que quiere es adquirir rapidez y confort en el uso del
abaco. Su dbaco estd ahi para mantener sus nimeros seguros sin que tenga que preocuparse
de ellos. Deberia limitarse a "reaccionar" a la disposicion de las cuentas sin ser consciente
del nimero que estas representan.

* Olvidese de las tablas de sumar y restar, salvo lo que hemos extraido de ellas en forma de
nimeros complementarios a 5 'y 10. En particular, nunca piense: "Tengo que sumar 7+8, esto
da 15, luego tiene que aparecer un quince en el dbaco". Si hace esto, estard "pensando"
mientras suma y resta, y eso lo cansara y lo frenara. Si tiene que pensar en algo, piense en
las reglas de movimiento de las cuentas y no en los nimeros, ...hasta que sea capaz de sumar
y restar mecanicamente mientras piensa en cualquier otra cosa.

Si no sigue estos consejos, probablemente desarrollard un mal hébito que puede ser muy dificil
de corregir posteriormente, como ocurre con los malos hdbitos que se adquieren, por ejemplo, al es-
tudiar un instrumento musical.

Y ahora la practica

Sus primeros ejercicios deben ser lo mas simples posible y nada parece mas facil que elegir
aleatoriamente dos digitos, por ejemplo: 6 y 8, y tratar de sumarlos o restarlos (quizas agregando un
uno delante del primer numero si al restar el segundo necesita tomar prestado). Puede utilizar la ta-
bla de tipos de operaciones explicada anteriormente en este capitulo para conocer de antemano el
tipo de operacion a realizar.

Posteriormente, se debe proceder a una practica sistematica de los 180 casos de suma y resta de
un solo digito, para lo cual se propone el siguiente ejercicio que también servira como introduccion
a la suma y resta de nimeros de varios digitos.

Comience con el abaco en el siguiente estado, con el nimero 123456789, y agregue el mismo
digito a cada una de las nueve columnas B - J procediendo de izquierda a derecha

Ejercicio de suma: inicio
F G H I J

e e e e e e e e
HE L

0

Por ejemplo, para sumar 1 a cada uno de los digito de 123456789; es decir, para sumar
111111111 a 123456798, siga los pasos indicados en la siguiente tabla de procedimiento

S
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111111111 + 123456798

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
123456789 Empezar con esto
+1 Sumar 1 a B (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a C (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a D (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a E (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a F (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a G (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a H (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a I (Tipo 1)
+1 Sumar 1 a J (Tipo 3 con doble acarreo)

234567900 Resultado
ABCDEFGHIJ

y deberia llegar al resultado indicado: 123456789 + 111111111 =234567900. La siguiente tabla
muestra los resultados de sumar 111111111, 222222222, ... 999999999 a 1234568789.

123456789 +ddddddddd
d Resultado

1 234567900
2 345679011
3 456790122
4 567901233
5 679012344
6 790123455
7 901234566
8 1012345677
9 1123456788

En cuanto a la resta, afiadiremos un 1 adicional a la columna A para futuros acarreos:

Ejercicio de resta: inicio

SR

£2222133220
b

5
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y procederemos de forma similar

Restando el digito 1 de B-J

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
1123456789 Inicio
-1 Restar 1 de B (Tipo 1)
-1 Restar 1 de C (Tipo 1)
-1 Restar 1 de D (Tipo 1)
-1 Restar 1 de E (Tipo 1)
-1 Restar 1 de F (Tipo 2)
-1 Restar 1 de G (Tipo 1)
-1 Restar 1 de H (Tipo 1)
-1 Restar 1 de I (Tipo 1)
-1 Restar 1 de J (Tipo 3)

1012345678 Resultado
ABCDEFGHIJ

y deberiamos obtener: 1012345678 = 1123456789-111111111. Para el resto de digitos, la siguiente
tabla muestra los resultados de restar 111111111, 222222222, ... 999999999 de 1123456789.

1123456789-ddddddddd
d Resultado

1 1012345678
901234567
790123456
679012345
567901234
456790123
345679012
234567901
123456790

O© 00 NOY UL B WN

Durante un tiempo deberia practicar estos ejercicios a diario hasta que note que poco a poco va
sustituyendo su trabajo intelectual (pensando en las reglas a utilizar) por una respuesta mecanica
instintiva.
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Sumas y restas de varios digitos

Trabajar siempre de izquierda a derecha

En castellano, los nimeros se nombran comenzando con la potencia mas alta de diez; 327 es
"trescientos veintisiete" y no "siete veinte trescientos". Este es el caso de muchos otros idiomas, in-
cluidos el chino y el japonés, pero no de otros como los de la familia semitica. Esta es la razon prin-
cipal por la que en el dbaco la suma o resta de nimeros de varios digitos se trabaja de izquierda a
derecha; esto hard las cosas mas sencillas, tanto si tenemos que leer los nimeros de una lista como
si alguien nos los dicta.

Por ejemplo, obtengamos 44 + 78. Comencemos con un abaco puesto a cero e introduzcamos el
primer sumando 44 en cualquier lugar del mismo (alineado con una marca de varilla unitaria si lo
desea, esto es conveniente pero no esencial)

Ponga a cero el abaco

A B C
T

Entre 40

A B C
e o

ponga 4 (40) en B

ahora 4 en C
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Entre 4
A B C
0 4 4
ahora sume 7 (70) a B
+70
A B C
1 1 4
por ultimo sume 8 a C
+8
A B C
1 2 2

El resultado: 122 aparece en ABC.

En una forma mas compacta:

44 + 78
Abacus Comment
ABC
. Marca unidad en C
4 Entre 4 en B (40)
44 Entre 4 en C
+7 Sume 7 a B (70)
114


https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-4.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-4d.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-4d.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2d.png

50 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

+8 Sume 8 a C
122 Resultado
Marca unidad en C

Otro ejemplo. Supongamos que tenemos que obtener el total de estas cantidades en euros:

Suma

7.77 €
11.99 €
69.62 €
54.43 €
-96.99 €

Total
46.82 €

Comience poniendo a cero su dbaco e introduzca el primer nimero (de izquierda a derecha).
Puede alinearlo con algunos de los marcadores de puntos unitarios si lo desea.

Tras introducir el primer sumando
A B C D E F

TETTTY
PE ¥ ¥ P
iiiiii

Abaco Comentario
ABCDEF
. . Marca unidad
777 Entre 7.77 £

+1 Sumar 11.99 €
+1
+9
+9
1976 Resultado intermedio
+6 Sumar 69.62 €
+9
+6
+2
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8938 Resultado intermedio

+5 Sumar 54.43 €
+4
+4
+3
14381 Resultado intermedio
-9 Restar 96.99 #
-6
-9
-9

4682 Total: 46.82 €
. Marca unidad

Resultado final
C D

éé——éé
3
§ iii

Formas de practicar la suma y la resta

Con hojas de ejercicios

Deberia comenzar su practica sumando y restando series cortas de nimeros enteros pequefos;
por ejemplo, de 3 a 5 nimeros de 2 o 3 digitos. Por ejemplo:

504 880 480 336 480 963 29 373
807 343 879 309 -269 744 261 -163
-660 -181 -472 450 -122 -154 909 423
-466 -580 19 -335 780 -811 186 -445

275 462 906 760 869 742 1385 188

Aumente progresivamente el tamafio de estas series hasta llegar a 10 numeros y, a partir de aqui, au-
mente progresivamente el tamafio de los nimeros a sumar / restar a 5 o 6 digitos. Por ejemplo:

S
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514299 375287 351129 882678 758320 562337 388730 798306
127127 611780 806691 876701 769094 315480 -287030 -483827
774517 -312229 600755 -365479 991286 -540643 -11891 572862
-895449 618415 -368489 -157706 -49973 513724 323483 840450
907858 -78719 815758 17497 74914 -651332 212117 452414

67913 -467463 573731 999762 -590317 359925 373242 -298427
-918061 -406146 51556 -262868 644711 285750 118641 503089
930513 481087 668536 -910991 -900673 883744 -693301 175358
-582082 958663 -609796 -56430 -449638 -591941 442672 918199
-722266 216295 713031 -333692 -380293 75119 -370874 315118
204369 1996970 3602902 689472 867431 1212163 495789 3793542

Por lo tanto, necesitara colecciones de problemas de este tipo que puede generar con algunas utili-

dades gratuitas en Internet (ver abajo Recursos externos)

Con este tipo de practica desarrollaras dos habilidades diferentes

* Sumar y restar eficientemente con el abaco.

* leer nimeros de un vistazo y guardarlos en la memoria el tiempo suficiente para trabajarlos
en el 4baco.

Esto ultimo es fundamental para, por ejemplo, hacer uso del abaco en contabilidad.

Sin hojas de ejercicios

El ejercicio 123456789

En los libros antiguos sobre el dbaco era comin demostrar la suma y la resta mediante un cono-
cido ejercicio que consiste en sumar el namero 123456789 nueve veces a un abaco puesto a cero
hasta llegar al numero 1111111101, y luego borrarlo nuevamente restando el mismo numero otras
nueve veces. Este es un ejercicio conveniente porque usa muchos de los 180 casos de suma y resta
de 1 digito (pero no todos) y permite practicar la suma y resta con el abaco solo, sin hojas de ejerci-
cios en papel, pero no es un ejercicio elemental dada su longitud. Necesitara, por lo tanto, algo de

tiempo de practica para completarlo sin errores.

A lo largo de este ejercicio se obtienen los siguientes resultados parciales:

000000000
123456789
246913578
370370367
493827156
617283945

S
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740740734
864197523
987654312
1111111101

Para mas detalles, consulte el capitulo: Variantes del Ejercicio 123456789.

Sumas y restas con otros abacos

Todo lo que aprenda sobre el abaco oriental funcionara bien con otros tipos de dbaco o al menos
simplificard su aprendizaje. Recuerde que las operaciones bésicas del dbaco son la suma y la resta y
todo lo demas debe reducirse a una secuencia de estas dos operaciones y al problema de cémo orga-
nizar tal secuencia de operaciones en el dbaco.

Varillas de calculo

Las varillas de calculo son otro ejemplo de un édbaco bi-quinario, por lo que se aplican las mis-
mas tres reglas de suma y resta estudiadas aqui. Solo tiene que tener en cuenta que los conceptos de
activar/desactivar cuentas se traducen en colocar/retirar varillas de la mesa y que "tener a nuestra
disposicion" varillas para afiadir no se refiere al monton de varillas listas para usar que tenemos en
la caja, sino a "encajar" dentro de los limites de representacion de los nlimeros (una varillas de valor
5y 5 varillas de valor 1 como méximo).

Abaco ruso

El abaco ruso (Schoty) no es un abaco bi-quinario; por lo que la segunda de las reglas de suma y
resta que se dan aqui no funciona. todo se resuelve con la ayuda de la primera y la tercera reglas ex-
clusivamente.

Recursos externos

* Uitti, Stephen. «Soroban Sheets (Addition and subtraction)». Soroban.
* Uitti, Stephen. «Soroban Sheets (Multiplication)». Soroban.
* «The generator». Practicing the soroban.


https://www.sorobanexam.org/
https://www.uitti.net/stephen/soroban/multiplication.pl
http://www.uitti.net/stephen/soroban/soroban_sheets.pl
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IV Multiplicacion Moderna

Introduccion
El concepto basico de multiplicacion de nimeros naturales es el de una suma repetida.

axb=b+---+0
—_———

a veces

Por ejemplo, para multiplicar 47 por 23 solo es necesario sumar 23 veces 47 o sumar 47 veces 23;
lo podemos hacer con nuestro dbaco:

Multiplicacion como suma repetida
Abaco Comentario
ABCDEFHIJ
. . . Marcas de unidad
+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]

1 47

+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1J
2 94

+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]
3 141

Continuar del mismo modo

19 veces...!

22 1034

+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]

23 1081 Fin. 23x47=1081
Marcas de unidad

Donde repetimos 23 veces la suma de 47 a las columnas IJ mientras sumamos 1 a C para tener
un "contador” a nuestra disposicion.

Las calculadoras mecanicas del pasado empleaban este procedimiento para multiplicar

S
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jPero esto es tremendamente lento! Una forma mas eficiente de hacer lo mismo puede ser la si-
guiente:

Una forma mas conveniente
Abaco Comentario
ABCDEFHIJ
. . . Marcas unidad
+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]

1 47

+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]
2 94

+1 +47 Sumar 1 a Cy 47 a 1]
3 141

+1 +47 Sumar 1 a By 47 a HI
13 511

+1 +47 Sumar 1 a By 47 a HI
23 1081 Fin. 23x47=1081
Marcas unidad

Donde esta vez, después de agregar 47 tres veces a IJ (y 1 a C), nos hemos desplazado una colum-
na a la izquierda y hemos comenzado a agregar 47 a las columnas HI (y 1 a B). Sumar 47
en HI equivale a sumar 470 = 10 x 47 a HIJ (10 a BC) reduciendo drasticamente el nimero de ope-
raciones a realizar, porque después de hacerlo solo dos veces llegamos a 23 en el contador BC y
1081 en GHIJ, el resultado final. Esta forma de multiplicar fue la habitual en las calculadoras me-
canicas que aparecieron a finales del siglo XIX y que se siguieron utilizando hasta la década de los
70. Pero esto sigue siendo excesivamente lento.

Piense que el abaco tal como lo conocemos ahora permite sumar muy rapido, pero que antes de
su invencion se usaban varillas de célculo que son extraordinariamente lentas de manejar. Por lo
tanto, no es sorprendente que los matematicos chinos, buscando abreviar los célculos, finalmente in-
ventaran la tabla de multiplicar decimal, tal como la conocemos nosotros, unos siglos antes de nues-
tra era.



La tabla de multiplicar

Tiras de bambu conteniendo la tabla de multiplicar decimal mas antigua conocida, datada por radio-
carbono en el 305+30 antes de nuestra era
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Esta es la tabla de multiplicar decimal como la aprendemos en la escuela:

Tabla de multiplicar decimal
12 3 456 7 8 9

6 7 8 9

X

O oo NOULVLIA, WNMNR

1

2
3
4
5
6
7
8
9

3 45
6 810
912 15
8 12 16 20
10 15 20 25
12 18 24 30
14 21 28 35
16 24 32 40
18 27 36 45

2
4
6

12
18
24
30
36
42
48
54

14 16
21 24
28 32
35 40
42 48
49 56
56 64
63 72

18
27
36
45
54
63
72
81

Pero viviendo en la era de las computadoras, lo mas probable es que pronto comencemos a usar
una calculadora electronica y en la edad adulta hagamos pocas multiplicaciones a mano. A menudo,
muchos de nosotros, incluso los matematicos, no tenemos la tabla de multiplicar "fresca" en la me-
moria y esto puede ser una mala noticia para quien se inicia: si se quiere multiplicar (y dividir) de
manera eficiente con un abaco, es necesario "refrescar” la tabla de multiplicar en la memoria y esto
puede requerir un cierto tiempo de practica.

Usando la tabla de multiplicar podemos resolver el problema de multiplicacion 47 x 23 en la

forma:

AT % 23 = (40 +7) % (20 4+ 3) =
=40x204+40x34+7x204+7x 3=
=(4x2)x100+ (4 x3)x 10+ (7x2)x 104 (7 x 3)

S
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es decir, solo tenemos que recuperar los productos parciales:
(4x2)=8,(4x3)=12,(Tx2)=14,(7Tx 3) =21

de la tabla de multiplicar y sumarlos en los lugares correctos, como hacemos con papel y lapiz

47
x23
21
12 (x10)
14 (x10)
+ 8 (x100)
1081

Esto es absolutamente paralelo al método de multiplicacion que vamos a seguir con el dbaco.

El método de multiplicacion moderno

Cuando multiplicamos dos numeros a y b, llamamos a ambos niimeros factores y producto al
resultado ¢ x b, pero también es comun llamar multiplicando a uno de los factores y multiplica-
dor al otro. Sin embargo, a la hora de multiplicar con el dbaco:

Multiplicando
Es el factor que vamos a manipular sobre el dbaco y que nos guiara para obtener los pro-
ductos parciales de forma ordenada y alinearlos correctamente para su suma en las posiciones

correctas.

Multiplicador
Es el factor que no vamos a manipular sobre el dbaco. de hecho no es obligatorio ni siquie-
ra ingresarlo (pero es conveniente). Por lo general, serd el factor con menos digitos de los dos.

Disposicion de la multiplicacion

Hay dos formas de introducir ambos factores en el dbaco que pueden considerarse practicamente
equivalentes; Cada uno de ellos tiene sus propias ventajas y desventajas. Lo mismo puede decirse
de la division que estudiaremos en el proximo capitulo. Siéntase libre de experimentar con ambos
arreglos.

Disposicion tradicional china

El multiplicando se pone a la izquierda en el abaco y el multiplicador lo suficientemente alejado
del mismo. Al menos tantas columnas como digitos tenga el multiplicador mas dos, o mejor tres,
deben dejarse libres a la derecha del multiplicando.

S
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Ejemplo

Disposicién china tradicional
multiplicando: 345, multiplicador: 67

i

Disposicién china tradicional
multiplicando: 345,
multiplicador: 67

Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM
345 67

Disposicion tradicional japonesa

Esta es la forma inversa. El multiplicador se situa a la izquierda y el multiplicando a la derecha,
dejando al menos dos columnas vacias en el medio. Necesitamos tener al menos tantas columnas li-
bres a la derecha del multiplicador como el nimero de digitos del multiplicador més uno.

Disposicién tradicional japonesa
multiplicando: 345, multiplicador: 67

HEFHHH

o en forma de tabla:
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Disposicién japonesa tradicional
multiplicando: 345,
multiplicador: 67

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
67 345

Esta es la forma que ha sido mas popular en Japén [Kojima 1954] y termin6 siendo importada
también a China. También es la disposicion que usaremos en este capitulo.

Multiplicacion de 1 digito x 1 digito
Por supuesto, esto es tan trivial que no necesitamos un abaco, pero sirve para introducir el resto

de ejemplos. Supongamos que tenemos que multiplicar 7 x 8, tomemos 7 como multiplicador, 8

como multiplicando y adoptemos disposicion japonesa que acabamos de explicar; es decir, partimos
de:

7x8=56
A B C D E F G
Tl

Hifi

y procedamos del siguiente modo:

7x8=56

Abaco Comentario
ABCDEFG
7 8 Planteando el problema

+56 Multiplicar DxA y sumarlo a EF

7 856
856 Borrar D
7 56 Resultado: 7x8=56 en EF

~
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Resultado final

i

Si, tiene razon; es usted quien hizo la multiplicacion, no el dbaco. En el siguiente ejemplo sin
embargo, el dbaco comienza a mostrar su utilidad.

Multiplicacion de 1 digito x 2 digitos

7x83
Abaco
ABCDEFGH
7 83
+21
7 8321
7 8321
7 8 21
+56
7 8581
7 8581
7 581

Multipliquemos: 7 x 83, el multiplicando sera 83.

i

Planteo
Multiplicar E x A y sumarlo a FG

Borrar E
Multiplicar D x A y sumarlo a EF

Borrar D
Resultado: 7x83=581
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7x83 Resultado

]

Al menos, el dbaco ha servido para sumar los dos productos parciales en FG y EF.

Multiplicacion de 2 digitos X 2 digitos

Ahora multipliquemos 79 x 83.

79%x83
Abaco
ABCDEFGHI
79 83
+21
+27
79 83237
79 83237
79 8 237
+56
+72
79 86557
79 86557
79 6557

79%83
A B C D E F G H I
7 9 8 3
Comentario
Planteo
Multiplicar FxA y sumarlo a GH
Multiplicar FxB y sumarlo a HI

Borrar F

Multiplicar ExA y sumarlo a FG
Multiplicar ExB y sumarlo a GH

Borrar E
Resultado: 79x83=6557 en FGHI
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79%83 Resultado
A B C D E F G H I
7 9 6 5 5 7
Multiplicacion de varios digitos

Generalizando lo visto en los ejemplos anteriores:

Para cada digito del multiplicando, comenzando por la derecha
* Multiplicar el digito actual del multiplicando por los digitos del multiplicador (de izquierda
a derecha), sumando el primer producto parcial a las dos columnas a la derecha del digito
actual del multiplicando, y el resto de los productos desplazandonos sucesivamente una co-
lumna a la derecha cada vez.
* Borrar el digito multiplicando actual.

Veamoslo con el siguiente ejemplo: 799 x 835:

799%835
A B C D E F GG H I K J L
7 9 9 8 3 5
799%x835
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKL
799 835 Planteamiento
+35 Multiplicar HxA y sumarlo a IJ
+45 Multiplicar HxB y sumarlo a JK

+45 Multiplicar HxC y sumarlo a KL
799 8353995

S
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799 8353995 Borrar H
799 83 3995
+21 Multiplicar GxA y sumarlo a HI
+27 Multiplicar GxB y sumarlo a IJ
+27 Multiplicar GxC y sumarlo a JK
799 8327965
799 8327965 Borrar G
799 8 27965
+56 Multiplicar FxA y sumarlo a GH
+72 Multiplicar FxB y sumarlo a HI
+72 Multiplicar FxC y sumarlo a IJ
799 8667165
799 8667165 Borrar F
799 667165 Resultado: 799x835=667165

799x835 Resultado
A B C D E F G H I K J L
7 9 9 6 5 7 1 6 5
Ceros embebidos

Sea particularmente cuidadoso cuando alguno de los factores tiene ceros internos; por ejemplo:

3075x2707

fifii
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3075%x2707
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
3075 2707 Planteamiento

+21 Multiplicar JIxA, y sumarlo a KL
+49 Multiplicar JxC, sumarlo a MN!
+35 Multiplicar IxD, y sumarlo a NO
3075 270721525
3075 270421525 Borrar J
3075 27 21525
+21 Multiplicar HxA, y sumarlo a IJ
+49 Multiplicar HxC, sumarlo a KL!
+35 Multiplicar HxD, y sumarlo a LM
3075 2#2174025
3075 272174025 Borrar H
3075 2 2174025
+06 Multiplicar GxA, sumarlo a HI
+14 Multiplicar GxC, sumarlo a JK!
+10 Multiplicar GxD, y sumarlo a KL
3075 2 8324025
3075 2 8324025 Borrar G
3075 8324025 Resultado: 3075x2707=8324025

<

<

< <<

3075%2707 Resultado
A B C D E F G H I K 1] L M N O

TIITITTILIININ

EHITFFI T

La columna de la unidad y los decimales

Por favor, revise todos los ejemplos vistos hasta ahora y compruebe que, en todos los casos:

La columna de las unidades del producto se ubica n+1 columnas a
la derecha de la columna de la unidades del multiplicando; donde n
es el numero de digitos del multiplicador.

Esta es una regla general para la multiplicacion de nimeros naturales siguiendo el método mo-
derno de multiplicacion que estamos estudiando. Es conveniente tener en cuenta esta regla ya que el
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producto podria tener ceros al final, como en el caso 32 x 1625 = 52000; lo que podria confundirle.

Por ejemplo:
32x1625

A B C D E F GG H I K 1] L
3 2 1 6 2 5u
En el diagrama anterior, la barra unitaria del multiplicando es la columna H (sefialada con un
punto blanco en la barra). Después de la multiplicacion, el dbaco muestra:

32x1625 Resultado: 52000
A B C D E F G H I K 3] L
3 2 5 2 0 0 O0u
Necesita saber que la barra unitaria del resultado es n +1 =2+ 1 = 3 varillas a la derecha

de H (es decir, en J) para leer correctamente el resultado 52000.

Podemos extender esta regla a nimeros decimales:

La columna de las unidades del producto se encuentra n+1 columnas
a la derecha de la columna de las unidades del multiplicando; don-
de n es el nimero de digitos del multiplicador a la izquierda de
su punto decimal (jque podria ser negativo!).

La siguiente tabla muestra los valores n para algunos multiplicadores:

Multiplicadores n

32.7 2
3.27 1
0.327 0
0.00327 -2

Multipliquemos 0.0032 x 16.25; La varilla de las unidades es F.
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0.0032x16.25
A B C D E F G H I K J L
3 2 1 6 2 5
y para el multiplicador 0.0032, tenemos n = —2

0.0032x16.25 Resultado: 0.052

A B C D E F G H I K J L

3 2 6 0 5 2
de modo que la barra unitaria del producto esn + 1 = —2 4+ 1 = —1 barras a la derecha de F, es de-
cir, una barra a su izquierda ( E ) y el resultado debe leerse como 0.052.

Recursos externos
Hojas de ejercicios

e Uitti, Stephen. «Soroban Sheets (Multiplication)». Soroban.
* «The generator». Practicing the soroban.

Otras lecturas

e «Multiplication». The Japanese Abacus: its Use and Theory. Tokyo: Charles E. Tuttle
Co., Inc.. 1954.ISBN 978-0-8048-0278-9. https://archive.org/details/japaneseaba-
cusOOtaka/page/52/mode/2up.

» Heffelfinger, Totton (2004). «Multiplication». E#8 Abacus: Mystery of the Bead. Ar-
chivado desde el original, el 29 de Junio de 2021.


http://totton.idirect.com/abacus/pages.htm#Multiplication1
https://web.archive.org/web/20210629003824/http://totton.idirect.com/abacus/pages.htm
https://archive.org/details/japaneseabacus00taka/page/52/mode/2up
https://archive.org/details/japaneseabacus00taka/page/52/mode/2up
https://es.wikibooks.org/wiki/Especial:FuentesDeLibros/978-0-8048-0278-9
https://es.wikipedia.org/wiki/ISBN
https://archive.org/details/japaneseabacus00taka/page/52/mode/2up
https://www.sorobanexam.org/
https://www.uitti.net/stephen/soroban/multiplication.pl
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-6d.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-5.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0d.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-5.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban-0.png

68 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas



V Division Moderna 69

V Division Moderna

Introduccion y primeros métodos

Division euclidiana

Si consideramos dos ntimeros naturales a y b, la division de a por b (indicado como a/b 0 a = b)

responde a la pregunta de cuantas veces el nimero b esta contenido en el nimero a. El nimero a en
a/b es el dividendo y b el divisor. La respuesta o resultado ¢ = a/b se denomina cociente.

Tomemos a = 1225 y b = 35 como ejemplo. No hay forma mas sencilla de proceder para res-

ponder a la pregunta que mediante la resta repetida, contando el nimero de veces que podemos res-

tar el divisor del dividendo. Podemos hacerlo directamente sobre el abaco usando una columna

como contador:

1225+35 = 35,

Abaco
ABCDEFGHIJKL
35 1225

+1 -35
35 1 1190

+1 -35
35 2 1155

+1 -35
35 3 1120
35 33 70

+1 -35
35 34 35

+1 -35
35 35 00

primera forma
Comentario

Restar 35 de KL, sumar 1 al contador en F
Restar 35 de KL, sumar 1 al contador en F
Restar 35 de KL, sumar 1 al contador en F
Continuar 33 veces mas del mismo modo. ..

Restar 35 de KL, sumar 1 al contador en F

Restar 35 de KL, sumar 1 al contador en F
Hecho!, el cociente es 35 en EF

Asi descubrimos que el numero 35 estd contenido exactamente 35 veces en 1225, ya que no po-
demos continuar restando sin empezar a tratar con numeros negativos. Por lo tanto, en este ejem-
plo, el cociente es: ¢ = 35.

Como podemos ver, en este caso podemos escribir 1225 = 35 x 35, o bien:

a=qxb

lo que no podemos esperar en el caso general. Si repitiéramos el proceso con a = 1240, veria-
mos que después de restar 35 veces 35 nos quedaria 15 en el dbaco, del que no podriamos seguir res-

tando 35 sin introducir nimeros negativos. Por lo tanto, tenemos que 1240 = 35 x 35 + 15; es decir,

S
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el resultado de dividir 1240 por 35 da un cociente de 35 dejando un resto de 15. En general tendre-
mos:

a=qxb+r

doénde:

* aes el dividendo

* beseldivisor

* gescelcocientes

* reselresto, siendo 0 < r < b.

En el caso de que el resto sea cero, decimos que la division es exacta y el dividendo es un multi-
plo del divisor.

Este es el concepto de division euclidiana para nimeros naturales a la que se puede reducir la di-
vision de numeros con fracciones decimales sin méas que multiplicar @ y/o b por potencias de 10
adecuadas y después ajustar el punto decimal en el resultado.

Algunas mejoras: métodos de division a trozos

El procedimiento seguido en la seccion anterior es el mas simple posible conceptualmente, pero
es extraordinariamente largo e ineficiente. En lugar de comenzar directamente restando el divisor b (
35) del dividendo, comencemos preguntando qué potencia de 10 veces el divisor podemos restar del
dividendo; en nuestro caso: ;podemos restar 3500, 350 o solo 35? Claramente podemos restar 350 y
comenzaremos a restar trozos de 350 , y cuando no podamos continuar, comenzaremos a restar tro-
zos de 35 de la siguiente manera:

1225+35 = 35, una gran mejora

Abaco Comentario
ABCDEFGHI
35 1225 Comienzo, contador en D
35 1 875 Restar 35 de GH, sumar
35 2 525 Restar 35 de GH, sumar
35 3 175 Restar 35 de GH, sumar
35 31140 Restar 35 de HI, sumar
35 32105 Restar 35 de HI, sumar
35 33 70 Restar 35 de HI, sumar al contador
35 34 35 Restar 35 de HI, sumar al contador
35 35 00 Restar 35 de HI, sumar 1 al contador
35 35 Sin resto, hecho!. El cociente es 35

al contador
al contador
al contador
al contador
al contador

R R SR
mmmmmoo o

Lo cual ha sido mucho mas rdpido. Como ve en el proceso anterior, hemos reducido intencionada-
mente la distancia entre el contador y el dividendo tanto como nos ha sido posible. Esto quizas os-
curezca un poco el proceso, pero nos acerca a lo que haremos habitualmente con el método de divi-
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sion moderno que explicamos mas abajo. Estudie el calculo anterior cuidadosamente usando su pro-
pio abaco. El método de division que hemos seguido aqui es el usado por las calculadoras mecani-
cas que mencionamos en el capitulo dedicado a la multiplicacion.

Continuemos desde aqui buscando atin mas eficiencia.

Si podemos duplicar facilmente el divisor y retenerlo en la memoria, podemos acortar la opera-
cion restando trozos de una o dos veces el divisor.

Veces Trozo
1 35
2 70

1225+35 = 35, algo mas sofisticado

Abaco Comentario
ABCDEFGHI
35 1225 Comienzo, contador en D
35 2 525 Restar 70 de GH, sumar 2 al contador en
35 3 175 Restar 35 de GH, sumar 1 al contador en
35 32105 Restar 70 de HI, sumar 2 al contador en
35 34 35 Restar 70 de HI, sumar 2 al contador en
35 35 00 Restar 35 de HI, sumar 1 al contador en
35 35 Sin resto. Hecho, El cociente es 35

mmm O O

O incluso mejor si podemos construir una tabla como la de abajo doblando el divisor tres veces
[Wilson 2005]:

Veces Trozo

1 35
2 70
4 140
8 280
1225+35 = 35, un método muy efectivo
Abaco Comentario
ABCDEFGHI

35 1225 Comienzo, contador en D

35 2 525 Restar 70 de GH, sumar 2 al contador en D
35 3 175 Restar 35 de GH, sumar 1 al contador en D
35 34 35 Restar 140 de HI, sumar 4 al contador en E
35 35 00 Restar 35 de HI, sumar 1 al contador en E
35 35 Sin resto. Hecho, El cociente es 35

S
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que es algo mas corto y, claramente, nada podria ser més rapido que tener una tabla de multiplicar
completa del divisor.

Tabla de multiplicacion del divisor

Si disponemos de la tabla de multiplos del divisor, en nuestro caso 35

Tabla de multiplicar por 35
Veces Trozo
1 35
70
105
140
175
210
245
280
315

O 00 NO Ul & WN

entonces podemos abreviar las cosas aun mas.

1225+35 = 35, el método mas corto

Abaco Comentario
ABCDEFGHI
35 1225 Comienzo, contador en D
35 3 175 Restar 105 de GH, sumar 3 al contador en D
35 35 00 Restar 175 de HI, sumar 5 al contador en E
35 35 Resto nulo. Hecho, el cociente es 35

No hay duda, este es un método de division Optimo, ya que nada puede ser mas rapido y como-
do... una vez que tengamos una tabla como la de arriba. Pero calcular la tabla de multiplicar de un
divisor lleva tiempo, requiere papel y lapiz para anotarla y este trabajo adicional sélo estaria justifi-
cado si tenemos una gran cantidad de divisiones por hacer con el mismo divisor comun.

En 1617 John Napier (Neper), el padre de los logaritmos, presentd un invento para aliviar este
problema que consiste en una serie de tablillas, conocidas como dbaco neperiano o tablas neperia-
nas, con la tabla de multiplicar de un digito escrita en ellos y que podian combinarse para obtener la
tabla de multiplicar de cualquier nimero. Por ejemplo, en nuestro caso
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Juego chino de tablas neperianas

Tabla de multiplicar por 35
usando las tablas neperianas

3| 5]l 35
70
105
140
175
210
245
280
315

OO0 NO UL B WDN

No hay duda de que tal invento se extendié6 muy pronto a Oriente de mano de los misioneros Je-
suitas [Williams 1990] y se usé junto con el abaco, pero este uso debe considerarse excepcional; no
todo el mundo tenia tablillas neperianas al alcance de la mano. Se necesita otra herramienta y esa
herramienta es la tradicional tabla de multiplicar de 1 digito que se aprende de memoria y que va-
mos a usar como aproximacion a la tabla de multiplicar especifica del divisor (la que se us6 arriba),
esta tabla nos guiard para elegir el digito del cociente que debemos probar.

Cabe senalar que los procedimientos anteriores no agotan las posibilidades de los métodos de di-
vision por trozos [DHMG ].

Division moderna

Division moderna vs tradicional

El método moderno de division se llama asi porque, a lo largo de la primera mitad del siglo
XX, su uso ha desplazado al del método tradicional, pero de hecho es mucho mas antiguo que éste,
habiendo sido desplazado por €l en el siglo XIII. Una caracteristica del método moderno es el uso
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de la tabla de multiplicar de 1 digito como guia para la eleccion de la cifra provisional que tenemos
que probar como cociente y para el calculo del trozo que tenemos que restar del dividendo.

Tabla de multiplicar decimal
x12 3 45 6 7 8 9

2 3 45 6 7 8 9
2 4 6 81012 14 16 18
3 6 9121518 21 24 27
4 8 12 16 20 24 28 32 36
510 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 30 36 42 48 54
7 14 21 28 35 42 49 56 63
8 16 24 32 40 48 56 64 72
9 18 27 36 45 54 63 72 81

=

O oo NOUVLIA WNR

En comparacion, el método tradicional utiliza tanto una tabla de division especial como guia
para la cifra provisional del cociente como la tabla de multiplicar para calcular la parte a sustraer.

La razon principal por la que el método moderno comenzo a desplazar al método tradicional en
Japon, después de la Restauracion Meiji, es que puede ser aprendido de manera mas facil y rapida
por quienes ya saben dividir con papel y lapiz al no requerir la memorizacion de una compleja tabla
de division. Por otro lado, anticipemos que el método tradicional hace de la division un proceso
completamente automatizado, sin necesidad de pensar; solo hay que seguir las reglas para obtener
el resultado, lo que permite realizar la operacion sin ningun cansancio mental. Trataremos sobre esta
division tradicional el la seccion de este libro dedicada a los métodos tradicionales.

Punto clave de la division con el abaco

Uno de los puntos clave del aprendizaje del abaco es ser conscientes de que este instrumento nos
permite corregir algunas cosas de forma muy rapida y sin dejar rastros, lo que convierte al abaco en
un instrumento especialmente indicado para procedimientos de prueba y error. Esto nos es espe-
cialmente util en el caso de la division. Si tenemos que dividir 634263 + 79283, en lugar de forzar
nuestra mente tratando de encontrar la cifra correcta del cociente, simplemente elegimos una cifra
aproximada provisional o interina simplificando el problema original a 63 = 7 y la probamos inten-
tando restar el trozo (cociente provisional)X79283 del dividendo; al hacerlo, ocurrird una de las si-
guientes situaciones:

El digito del cociente provisional es correcto
es decir, podemos restar el fragmento (digito del cociente intermedio) X (divisor), pero no po-
demos restar el cociente una vez mas porque el resto es menor que el divisor.

Es insuficiente y debemos revisarlo al alza
podemos restar el fragmento (digito intermedio del cociente) X (divisor), pero atin podemos
restar el cociente una vez mas porque el resto es mayor o igual que el divisor. Agregamos uno

al cociente intermedio y restamos el divisor nuevamente del resto.
Es excesivo y debemos revisarlo a la baja.

S
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esta es la situacion mas compleja y propensa a errores. Por lo general, descubrimos demasiado
tarde (en medio de la resta de fragmentos) que la cifra intermedia es excesiva y tenemos que
retroceder, restar uno del cociente y restaurar el dividendo/resto agregandole lo que se le ha
restado en exceso antes de que podamos seguir.

Por tanto, el proceso de obtencion de un digito del cociente tiene dos fases (prueba y error):

1. Elegir un digito de cociente provisional.
2. Probar si es correcto y modificarlo si no lo es.

Una vez que hayamos encontrado la cifra correcta, generalmente tendremos un resto distinto de
cero que actuard como dividendo si queremos extender la division al siguiente digito del cociente.

Veremos todo esto a lo largo de los ejemplos que siguen, pero primero, necesitamos algunas pa-
labras sobre como organizar la division en el dbaco.

Disposicion en el abaco de la division moderna

El dividendo es el término activo con el que vamos a trabajar en el dbaco, el divisor es inactivo
y permanecerd invariable durante la operacion, de hecho no es imprescindible introducirlo en el
abaco pero si recomendable, especialmente para los principiantes. Como en el caso de la multiplica-
cion, existen dos estilos para colocar dividendo y divisor en el dbaco, cada uno con sus ventajas y
desventajas. Siéntase libre de probar ambas formas.

Disposicion tradicional china

El divisor se sitiia en el extremo derecho del d4baco mientras que el dividendo se coloca hacia la
izquierda, dejando al menos dos columnas libres a su izquierda.

1225+35 Disposicion al estilo chino
A B C D E F G H I K J

TTTTT_TTTTTT_

FFHEHEFTTIEE

Disposicion tradicional japonesa

El divisor va al extremo izquierdo del dbaco mientras que el dividendo se sitlia a su derecha, de-
jando al menos cuatro columnas libres entre los dos términos.
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1225435 Disposici(m al estilo japonés
K

T_TTTTTTT_TTT

iiiiii iiii

En este capitulo usaremos el estilo japonés para los ejemplos, pero siéntase libre de probar am-
bas disposiciones.

Colocando la cifra del cociente

La cifra del cociente intermedio se coloca en una de las dos columnas directamente a la izquier-
da del dividendo. Para decidir en cudl, necesitamos comparar el divisor con un nimero igual de ci-
fras de los primeros digitos del dividendo, agregando ceros a su derecha si fuera necesario; llame-
mos a estas cifras el dividendo de trabajo:

Dividendo de trabajo mayor o igual que el divisor
esto significa que el divisor cabe en el dividendo de trabajo y el cociente, es decir, el numero
de veces que el divisor entra en el dividendo de trabajo, se situa en la segunda columna a la
izquierda del primer digito del dividendo
Ejemplo: 827+46. El dividendo de trabajo 82 es mayor que el divisor 46, luego el cociente in-
termedio va a la segunda columna a la izquierda del dividendo. La tabla de multiplicar sugiere
que usemos 2 como cociente provisional (simplificando 827+46 a §+4)

827+46
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
46 827
46 2 827 Situamos el cociente provisional 2 en E

Dividendo de trabajo menor que el divisor
esto significa que el divisor no cabe en el dividendo de trabajo. En este caso, necesitamos in-
cluir el siguiente digito del dividendo, o un cero si no quedan mas, en nuestro dividendo de
trabajo, y el cociente, el numero de veces que el divisor entra en este dividendo de trabajo am-
pliado, se situa en la columna directamente a la izquierda del primer digito del dividendo
Ejemplo: 18+467, el dividendo de trabajo 180 es menor que 467, entonces lo ampliamos a
1800 y el cociente provisional se situard en la primera columna a la izquierda del dividendo.

La tabla de multiplicar sugiere que usemos 4 como cociente intermedio después de simplificar
1800+467 a 18+4.
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18+467
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
467 18
467 418 Situamos el cociente provisional 4 en G
Ejemplos

Debe comenzar haciendo ejercicios con divisores de un solo digito y luego probar con divisores
de dos, tres, etc. cifras. Con divisores de un digito, nunca deberia tener que revisar al alza o la baja.
Por ejemplo, empiece por dividir 123456789 por los digitos 2, 3, ..., 9. Veamos la division por 9
aqui.

Ejemplo: 1234567899 = 13717421

* Por favor lea el simbolo "->" como: "la tabla de multiplicar sugiere usar ...".

Como verd, en todos los casos excepto en el ultimo, el dividendo de trabajo es menor que el

divisor y necesitamos expandirlo a dos digitos.

123456789+9 = 13717421

Abaco
ABCDEFGHIJKLMNO
9 123456789
9 1123456789

-9
9 1 33456789
9 1333456789

-27
9 13 6456789
9 1376456789

-63
9 137 156789
9 1371156789
-9
9 1371 66789
9 1371766789
-63
9 13717 3789
9 1371743789
-36
9 137174 189
9 1371742189
-18

Comentario

12/9 -> 1 como cociente provisional
situar cociente prov. en E

restar 9x1=9 de FG

33/9 -> 3 como cociente provisional
situar cociente prov. en F

restar 9x3=27 de GH

64/9 -> 7 como cociente provisional
situar cociente prov. en G

restar 9x7=63 de HI

15/9 -> 1 como cociente provisional
situar cociente prov. en H

restar 9x1=9 de IJ]

66/9 -> 7 como cociente provisional
situar cociente prov. en I

restar 9x7=63 de JK

37/9 -> 4 como cociente provisional
situar cociente prov. en J

restar 9x4=36 de KL

18/9 -> 2 como cociente provisional
situar cociente prov. en K

restar 9x2=18 de LM
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9 1371742 9 9/9 -> 1 como cociente provisional
9 13717421 9 situar cociente prov. en L

-9 restar 9x1=9 de MN
Resto nulo, hecho!

9 13717421

123456789+9 = 13717421

123456789 es un nimero curioso, es precisamente el producto de 9 por 13717421, jun numero

primo grande!

Ejemplo: 1225 + 35 = 35 Divisor de dos digitos. Revisando al alza y a la baja

1225+35 = 35
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
35 1225 12+3»4 como cociente provisional
+4 situar cociente prov. en F
35 41225 Tratar de restar 4x35 de GHI,
-12 primero 4x3 de GH
35 40025 ahora 4x5 de HI
-20 jNo se puede!
-1 Revisar a la baja la cifra del cociente
35 30025
+3 Devolver lo sustraido en exceso de GH (1)
35 30325
-15 continuar normalmente: restar 3x5 de HI
35 3 175 17+3»5 como cociente provisional
+5 situar cociente prov. en G
35 35175 Tratar de restar 5x35 de HIJ
-15 primero 5x3 de HI
35 35025
-25 ahora 5x5 de 1]
35 35 Resto nulo, fin! 1225+35 = 35

Nota:
1

Hemos restado 4 x 3 =12 de FGH , pero si el digito del cociente correcto es 3, deberiamos
haber restado 3 x 3 =9, por lo que restamos 3 en exceso (solo el primer digito del divisor ).
Debemos devolver este exceso antes de continuar.
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Ahora, supongamos que después de nuestra "mala experiencia" revisando a la baja la primera ci-
fra del cociente, y en exceso de prudencia, elegimos 4 como segundo cociente provisional en lugar
de 5 como sugiere la tabla de multiplicar. Esta seria la continuacion:

1225+35 = 35, segundo digito del cociente,
ejemplo de revisién al alza

Abaco Comentario
ABCDEFGHI
35 3 175 17+3 -> 5, pero usaremos 4 4!
+4 situar cociente prov. en G

35 34175 Tratamos de sustraer 4x35 de HIJ]
-12 primero 4x3 = 12 de HI
-20 ahora 4x5 = 20 de IJ
35 34 20 jResto mayor o igual al divisor!
+1 Revisar al alza G
-20 restar divisor del resto HI
35 34 Resto nulo, fin! 1225+35 = 35

Ejemplo 1+327

Hasta ahora hemos considerado divisiones entre nimeros naturales con cocientes y residuos, asi
como numeros naturales, pero podemos operar con nimeros decimales exactamente como lo hace-
mos en el célculo escrito con division larga. Por ejemplo, encontremos el inverso de 327; es decir,
1/327 en un ébaco con 13 columnas.

1+327 = 0.00305810...

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
327 1 10/3 -> 3 como cociente provisional
327 31 situar cociente prov. en G
-09 restar 3x3=9 de HI
327 31
-06 restar 3x2=6 de IJ]
327 3 4

-21 restar 3x7=21 de JK
327 3 19 19/3 -> 6 como cociente provisional
327 30619 situar cociente prov. en I

-18 restar 6x3=18 de JK
327 306 1

-12 no se puede restar 6x2=12 de KL!
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-1 revisar a la baja I
+3 restaurar el exceso sustraido de JK
327 305 4
-10 continuar normalmente, restar 5x2=10 de KL
327 305 30
-35 restar 5x7=35 de LM
327 305 265 36/3 -> 8 como cociente provisional
327 3058265 situar cociente prov. en J
-24 restar 8x3=24 de KL
327 3058 25
-16 restar 8x2=16 de LM
327 3058 9 Resultado hasta aqui: 3058

Hemos obtenido 3058 como los primeros digitos de 1/327, pero:
1/327~1/300 =1/(3-100) = (1/3) - 0.01 ~ 0.33 - 0.01 = 0.0033 por lo que nuestro resultado
es en realidad 0.003058. Mas abajo daremos una regla para encontrar la varilla unidad de la divi-
sion.

Ejemplo: 634263 + 79283 = 7,999987 ..., un caso complicado

Finalmente, obtengamos el primer digito del cociente de esta division especialmente maliciosa.

634263+79283 = 7,999987...
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
79283 634263 63/7 -> Probamos 9
79283 9634263
-63 restar 9*7=63 de HI
79283 9004263
-81 no se puede restar 9*9=81 de IJ!
-1 revisar D a la baja
+7 restaurar lo restado en exceso del dividendo
79283 8 74263
-72 continuar restando 8x9=72 de IJ
79283 8 02263
-16 restar 8*2=16 de JK
79283 8 00663
-64 restar 8*8=64 de KL
79283 8 00023 no se puede restar 9*3=27 de LM!
-1 revisar D a la baja
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+7928 restaurar lo restado en exceso del dividendo
79283 7 79303
-21 continuar restando 7x3=21 de LM
79283 7 79282 cociente: 7, resto: 79283

No hay duda de que en este caso redondear el divisor 79283 a 80000 nos habria dado mejores
resultados ya que 63+8 sugiere usar 7 (la cifra correcta) como digito del cociente provisional.

634263+79283 = 7,999987..., divisor redondeado

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
79283 634263 63/8 -> probamos 7
7634263
-49 restar 7*7=49 del dividendo HI

79283 7144263
-63 restar 7*9=63 del dividendo IJ]
79283 7 81263
-14 restar 7*2=14 del dividendo JK
79283 7 79863
-56 restar 7*8=56 del dividendo KL
79283 7 79303
-21 restar 7*3=21 del dividendo LM
79283 7 79282 cociente: 7, resto: 79283

La varilla unidad y los decimales

La contrapartida de la regla para encontrar la varilla unidad en el caso de la multiplicacion es la
siguiente regla para la division:

La columna de las unidades de los cocientes se ubica n + 1 columnas
a la izquierda de la columna de las unidades del dividendo; donde
n es el numero de digitos del divisor a la izquierda de su punto
decimal (jque puede ser negativo!).

La siguiente tabla muestra los valores de n para algunos divisores:

Divisor n
32.7 2
3.27 1
0.327 0
0.00327 -2
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Ejemplo: 1/327 (lo hemos visto arriba)

1/327; columna unidad

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
327 1 el divisor tiene 3 digitos. n=3

varilla unidad del dividendo

327 3058 9 Fin de la divisién. Resultado: 3058

<- - -

3058
.003058

varilla unidad del dividendo
desplazarla n+l = 4 posiciones a la izquierda
varilla unidad del cociente
por lo tanto, ésto...
debe leerse: 0.003058

Multiplicacion y division como operaciones inversas

En los calculos escritos siempre podemos revisar nuestro trabajo para asegurarnos de que no he-
mos cometido errores y que el resultado obtenido es el correcto. En los calculos con el abaco esto
no es posible ya que el abaco no guarda memoria del pasado y de los resultados intermedios. Pode-
mos recurrir a algunos artificios como la prueba del nueve o del once, pero la forma tradicional de
verificar los resultados con el dbaco ha sido repetir los célculos o deshacerlos.

Deshacer sumas y restas es tan simple como partir del resultado y restar lo que hemos sumado y
sumar lo que hemos restado; Si hacemos tanto el calculo como la verificacion correctamente, debe-
riamos terminar con un 4dbaco limpio, puesto a cero. Para verificar una multiplicacién usaremos la
division y, reciprocamente, para verificar una division usaremos la multiplicacion, sumando el resto
si lo hay. Después de hacer esto, devolveremos el dbaco a su estado inicial con los dos operandos
originales en sus posiciones de partida. Veamos un ejemplo:

Abaco
ABCDEFGHIJ
64 2461

42461
-24
64 4 61
-16
-1
64 3 6l
+6
64 3 661
-12

Comprobando 2461+:64 por multiplicacidn
Comentario

24/6 -> 4 como cociente provisional
situar cociente prov. en F

restar 4x6=24 del dividendo GH

no se puede restar 4x4=16 del dividendo HI
revisar cociente a la baja

restaurar lo restado en exceso del dividendo GH

continuar normalmente, restar 3x4=12 del dividendo HI
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64 3 541 54/6 -> 9, pero vamos a usar 8

64 38541
-48 restar 8x6=48 del dividendo HI
64 38 61

-32 restar 8x4=32 del dividendo IJ
64 38 29 cociente: 38, resa 29
La revision por multiplicacién empieza aqui
+48 sumar 8x6=48 a HI

64 38509
+32 sumar 8x4=32 a 1]
64 38541

64 3 541 borrar G
+18 sumar 3x6=18 a GH

64 32341
+12 sumar 3x4=12 a HI
64 32461

64 2461 borrar F. Estado inicial!

En este libro se ha sugerido usar el naumero 123456789 para sus primeros ejercicios tanto de
multiplicacion como de division por un solo digito. Intente combinarlos con la operacion inversa;
por ejemplo: divida 123456789 por 9 para obtener 13717421 y multiplique este resultado por 9 para
que 123456789 vuelva a la misma posicion inicial en el dbaco. O bien comience multiplicando
123456789 por 9 para obtener 1111111101 y luego divida este resultado por 9 para volver al punto
de partida. Pruebe todos los digitos del 2 al 9. Es un buen ejercicio de rutina.

Recursos externos
Hojas de ejercicios

*«The generator». Practicing the soroban.

Otras lecturas

*«Division». The Japanese Abacus: its Use and Theory. Tokyo: Charles E. Tuttle Co., Inc..
1954. ISBN 978-0-8048-0278-9. https://archive.org/details/japaneseabacus00taka/page/
64/mode/2up.

*Heffelfinger, Totton (2004). «Division». ## Abacus: Mystery of the Bead. Archivado
desde el original, el 29 de Junio de 2021.

*Siqueira, Edvaldo (2004). «Decimals & Division». Z#& Abacus: Mystery of the Bead. Ar-
chivado desde el original, el 6 de Mayo de 2021.
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VI Introduccion a los Métodos Tradicionales

Abaco moderno frente al tradicional

El abaco oriental (chino simplificado: & %%; chino tradicional: 2 ; pinyin: suanpan, japonés:
Z 513 A soroban, simplemente "el dbaco” en este libro de texto) , como un abaco de cuentas fijas
que deslizan sobre varillas, se origind en China en una fecha incierta, pero hacia finales del siglo
XVI su uso habia desplazado por completo a las varillas de calculo como instrumento matematico
en su pais de origen. Desde China su uso se extendi6 a otros paises vecinos, especialmente Japon,
Corea y Vietnam, permaneciendo como principal herramienta de calculo hasta la era electronica. La
forma en que era utilizado, el “Método Tradicional”, se mantuvo estable durante al menos cuatro
siglos hasta finales del siglo XIX, cuando se inici6 una evolucion hacia lo que llamamos el “Méto-
do Moderno” que, haciendo uso del abaco moderno, ya hemos estudiado en la seccion anterior de
este libro.

L
Abacos tradicionales tipo 5+3 y 5+1.

El dbaco moderno es del tipo 4+1, es decir, tiene cuatro cuentas en la parte inferior y una en la
parte superior.

Representacion de niumeros en el abaco moderno
(4+1)

L

Esto es todo lo que se necesita para poder realizar aritmética decimal. Sin embargo, los dbacos
tradicionales tenian cuentas adicionales, siendo el mas frecuente el tipo 5+2 (aunque el tipo 5+1
también fue popular en Japon) y ocasionalmente el tipo 5+3.
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Con tres cuentas superiores podemos representar hasta 20 en una sola varilla, lo cual es conve-
niente, como veremos, para las técnicas tradicionales de division y multiplicacion. Con dos cuentas
superiores podemos lograr lo mismo usando la cuenta suspendida (F&¥K, Xudn zhii en chino [Chen
2013], kenshu en japonés), una forma de simular la tercera cuenta para las raras ocasiones en que
ésta se necesita (ver en la figura la representacion de los nimeros de 15 a 20).

Representacion de numeros en un abaco tradicional (5+2)

© 1 2 3 4 5 5 6 7 8 9 10

10 11 12 13 14 15 15 16 17 18 19 20

Con una quinta cuenta inferior, tenemos dos formas diferentes de representar los nume-
ros 5, 10 y 15. Esto significa que tenemos opciones entre las que podemos elegir la que mas nos
convenga. En el caso de la suma y la resta, la posibilidad de elegir entre dos representaciones para 5
y 10 nos permitira simplificar un poco los célculos.

Las técnicas tradicionales se pueden utilizar en cualquier tipo de abaco, con la excepcion obvia
del uso de la quinta cuenta inferior en un abaco que no la tiene (4+1), la diferencia entre tener o no
cuentas superiores adicionales es mas una cuestion de comodidad y fiabilidad que de eficiencia o
capacidades.

Métodos modernos y tradicionales

El método tradicional se utilizd durante al menos cuatro siglos, cubriendo las dinastias Ming y
Qing en China y el periodo Edo en Japon. A partir de la Restauracion Meiji en Japon, los estudian-
tes del dbaco empezaron a cambiar en el sentido de que ya sabian cémo realizar calculos con papel
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y lapiz antes de comenzar a estudiar el dbaco, mientras que los estudiantes de épocas anteriores no
sabian nada sobre aritmética; para la mayoria, el dbaco era la unica forma de matematicas que iban
a conocer. Esto provoco una lenta adaptacion de la ensefianza y los métodos del dbaco a los nuevos
tiempos y circunstancias, dando lugar, después de varias décadas, a lo que ahora llamamos el Méto-
do Moderno; de hecho, un método simplificado.

En el idioma inglés, las siguientes dos obras de Takashi Kojima se citan con frecuencia en refe-
rencia al método moderno:

* The Japanese Abacus: its Use and Theory [Kojima 1954]
* Advanced Abacus: Theory and Practice [Kojima 1963]

Es importante mencionarlos porque, aparte de su contenido, constituyen la primera difusion del
uso del abaco oriental hacia occidente. Todavia se pueden encontrar varias ediciones de estos libros,
incluidos los formatos de libros electronicos, y el primero se puede consultar en linea en archi-
ve.org.

Hoy en dia, el método moderno puede parecer 6ptimo en muchos sentidos y podemos pensar
que algunas "rarezas" del método tradicional, especialmente la forma de organizar la division en el
abaco, carecen de sentido practico; pero si el método tradicional se mantuvo estable durante siglos,
siendo usado por millones de personas (incluidas grandes figuras de las matematicas como Seki
Takakazu), so6lo puede ser porque también fue considerado 6ptimo en su tiempo. Simplemente, el
criterio de optimalidad de los antiguos diferia del que podamos tener hoy.

Desafortunadamente, nadie en el pasado se molesto en describir "por qué" se hacian las cosas de
tal modo, los autores clasicos solamente escribieron sobre "como" hacer las cosas, de modo que no-
sotros s6lo podemos especular sobre las razones subyacentes a algunas de estas técnicas antiguas.

Principales diferencias entre los métodos tradicionales y mo-
dernos

Estos son los tres puntos mas importantes que diferencian las técnicas tradicionales de las mo-
dernas:

* El uso de la quinta cuenta inferior en suma y resta para simplificar un poco ambas opera-
ciones, lo cual se extiende a todo lo que se puede hacer con el abaco ya que todo depende en
ultima instancia de la suma y la resta.

* El uso de un método de division usando una tabla de division que elimina el esfuerzo men-
tal requerido para determinar la cifra del cociente provisional. Este método ( kijohou , gui-
chufa WiBRi%) descrito por primera vez en la lluminacion Matematica ( Suanxué Qiméng |
BEMSE) por Zhii Shijié A< (1299) [Zhii 1299] para su uso con varillas de calculo
reemplazé al antiguo método de division basado en la tabla de multiplicar y cuyo origen se
remonta al menos al siglo 111, al libro The Mathematical Classic of Master Sun (Sinzi Suan-
Jjing T HEEL) [Se & Yong 2004] [Sunzi s. I1I-V CE]. Este antiguo método, que es la base
de los métodos cortos y largos de division escrita, ha reemplazado a su vez al método tradi-
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cional de division en los tiempos modernos. Es decir, jLos tiempos modernos nos han de-
vuelto a lo antiguo!

* Los métodos tradicionales y modernos también difieren en la forma en que se organiza la
operacion de division en el abaco. La disposicion de division tradicional es algo mas com-
pacta que la moderna y también més problemadtica ya que requiere (o se beneficia) del uso
de cuentas superiores adicionales. Esta disposicion de la division a su vez condiciona la for-
ma en que se organizan la multiplicacion y las raices.

El principio de minimo esfuerzo

Como se mencion6 anteriormente, ningin autor en el pasado ha escrito sobre por qué se hacian
las cosas de aquella manera, solo sobre como hacer las cosas; asi que solamente podemos elucubrar
para tratar de entender por qué. Pero el lector vera a lo largo de este libro que las técnicas tradicio-
nales suponen, en comparacion con las modernas, una reduccién del esfuerzo mental necesario para
utilizar el dbaco. Esto es especialmente claro en el caso de la division que utiliza una tabla de divi-
sion, pero también en el resto de técnicas que se describiran ya que efectivamente implican una re-
duccién en el nimero y/o la extension de "gestos" necesarios para completar una operacion. Aqui
llamamos gesto a:

* movimientos de dedos o cuentas

* desplazamientos de manos

* cambios de direccion

* salto de varillas (es decir, cambiar la posicion de la mano de una varilla a otra barra no adya-
cente)

y cada uno de estos gestos:

* como proceso fisico, tarda un tiempo en completarse,

* como lo controla nuestro cerebro, requiere nuestra atencion, consumiendo energia (mental o
bioquimica),

* como lo hacemos seres humanos (no maquinas), tiene la posibilidad de hacerse de manera
incorrecta, introduciendo errores.

de manera que podemos esperar, al reducir el nimero y extension de estos gestos, un calculo
algo mas rapido, mas relajado y fiable.

Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene la tentacion de pensar que al adoptar este principio de
minimo esfuerzo, las técnicas tradicionales evolucionaron en el sentido de facilitar la vida con el
abaco, lo que podria explicar su vigencia a lo largo de los siglos, pero esto no es mas que un conje-
tura sin soporte documental.

Si pensamos en el método moderno, polarizado hacia la sencillez, la velocidad y la eficacia, po-
driamos decir que es el "método del velocista"” mientras que el método tradicional es el "método del
corredor de maraton”.

El lector, después de seguir este libro, podra sacar sus propias conclusiones al respecto.
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Aprendiendo el abaco en el pasado

Puede ser interesante saber que en el pasado la gente aprendia el abaco sin tener conocimientos
previos de matematicas, en particular sin conocer nada como una tabla de sumar o restar; en su lu-
gar, memorizaban una serie de reglas mnemotécnicas, versos o rimas, frases cortas en chino que in-
dicaban qué cuentas tenian que moverse para realizar la suma o resta de un digito a otro digito
[Suzuki 1982] [Chen 2013; Chen 2018]; ya lo hemos mencionado al tratar de la suma y la resta con
el dbaco moderno, y si el lector compra un abaco tradicional chino (suanpan) es posible que reciba
con el mismo un librillo en inglés: The Fundamental Operations in Bead Arithmetic, How to Use
the Chinese Abacus de Kwa Tak Ming [Kwa 1922], un manual escrito para promover el uso del aba-
co en Filipinas que contiene una curiosa version inglesa de las mencionadas rimas. Una vez que los
estudiantes aprendian a sumar y restar con este tipo de reglas, comenzaban a memorizar las tablas
de multiplicacion y division, también en forma de versos o rimas. En total, aprender los conceptos
basicos del abaco requeria memorizar alrededor de 150 reglas que debian recitarse o cantarse mien-
tras se aplicaban.

En el presente libro, hemos reducido a tres el nimero de reglas a memorizar para el aprendizaje
de las dos operaciones bésicas de adicion y sustraccion, pero a costa de memorizar también parejas
de nimeros complementarios. Como estudiantes modernos del dbaco partimos con un conocimiento
previo de aritmética y no tendremos que memorizar reglas o rimas para multiplicar; ya hemos me-
morizado la tabla de multiplicar que ademas nos ayudara a dividir, pero si deseamos aprender el
método tradicional de division si que tendremos que memorizar una cincuentena de reglas. Pero no
se preocupe, se pueden aprender gradualmente y su esfuerzo se vera recompensado con una fasci-
nante facilidad para dividir.

Tablas de procedimientos y algunos términos y notaciones

Como de costumbre, en este libro usaremos tablas para describir los procedimientos en el abaco,
por ejemplo:

Ejemplo de tabla de procedimiento

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
896 412 55{2 ggieika?1v1sor va a la izquierda y el dividendo
Columna E: regla 4/8> 5 + 0, cambie 4 en E por 5,
SIS Sl agregue 0 a Fg i
896 512 no se puede restar E x B =5 x 9 = 45 de FG,
-1 revisar hacia abajo E: restar 1 de E,
+8 sumar 8 a F
896 492
etc. etc.
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Donde, a la izquierda, se muestra la evolucion digito a digito del estado del abaco o la operacion
de suma o resta actual junto con comentarios a la derecha sobre lo que se estd haciendo. Las colum-
nas del dbaco estan etiquetadas con letras en la parte superior (los espacios en blanco representan
barras no utilizadas).

Esta representacion, perfecta para el dbaco moderno, necesita un par de refinamientos para adap-
tarla al dbaco tradicional.

* Una columna de un dbaco tradicional puede contener un nimero mayor que 9 y no es posi-
ble escribir sus dos digitos en nuestra tabla sin alterar su alineacion vertical. Para evitar esto,
usaremos notacion de subrayado para valores entre 10 y 19 y el primer digito (uno) estara
representado por un subrayado en la columna anterior (consulte el capitulo sobre coémo tratar
con el desbordamiento para una razén). Por ejemplo, la situacidén que se representa a conti-
nuacioén ocurre poco después de comenzar la division tradicional de 998001 por 999

A B C D E F G H

"’??T???T‘“”

ST

y se representa en una tabla de procedimiento como:

Notacion de subrayado
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM
988001 999 Valor en B es 18

T
T
HIHIHAE

FS Tt Qq Qgq

Notacién relativa al uso de la quinta cuenta inferior.
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* Como se vio arriba, los nimeros 5, 10 y 15 tienen dos representaciones posibles: usando
0 no la quinta cuenta inferior. Cuando sea pertinente distinguir entre los dos, usaremos
los siguientes codigos:

* F: para denotar un cinco inferior (cinco cuentas inferiores activadas) en lugar de:

1. 5: cinco superiores (una cuenta superior activada).

2. T: diez en una varilla (una cuenta superior y cinco cuentas inferiores activadas). En
el dbaco de tipo 5 + 2, también es un diez inferior en lugar de una t'y un diez supe-
rior (dos cuentas superiores activadas).

3. Q: quince inferiores en una varilla (dos cuentas superiores y cinco cuentas inferiores
activadas) en lugar de q quince superior (cuenta superior suspendida en el 5 + 2, tres
cuentas superiores activadas en el 5 + 3).

Recursos externos

Entrenador Soroban

Soroban Trainer mostrando un dbaco tipo 5+2 usando la cuenta superior suspendida.

Si esta interesado en las técnicas tradicionales pero aun no tiene un abaco tradicional, puede uti-
lizar la aplicacion JavaScript

Soroban Trainer

* Puede ejecutarlo directamente desde GitHub en su navegador
* o puede descargarlo a su computadora desde su repositorio en GitHub.


https://github.com/jccsvq/SorobanTrainer
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/index.html
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban_Trainer.png
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VIl Particularidades Tradicionales de la Adicién y la
Sustraccion

Introduccion

Con cualquier tipo de abaco, la suma se simula reuniendo los conjuntos de contadores que repre-
sentan los dos sumandos, mientras que la resta se simula eliminando del conjunto de contadores que
representan el minuendo un conjunto de contadores que representan el sustraendo. La suma y la res-
ta son las dos Uinicas operaciones posibles en cualquier tipo de dbaco. Todo lo demas tiene que des-
componerse en una secuencia de suma y resta.

Apenas hay diferencia entre sumar y restar con un dbaco moderno o uno tradicional, si el lector
ya sabe realizar estas dos operaciones con fluidez con un dbaco moderno, podra hacer lo mismo con
uno tradicional. Los tnicos dos puntos adicionales a considerar son:

* el uso de la quinta cuenta inferior para simplificar las operaciones.
* la operacion inversa: combinar las direcciones de trabajo hacia la derecha y hacia la iz-
quierda para evitar desplazamientos de la mano.

de los cuales el primero es, con mucho, el méas importante.

Quinta cuenta inferior

P&ginas iniciales del Pdnzha Suanfsd B¥% &% (1573)

La quinta cuenta inferior se puede utilizar en operaciones de suma y resta al igual que sus com-
pafieras. Su uso se demuestra en algunos libros antiguos como: Métodos computacionales con las
cuentas en una bandeja (Panzhii Suanfd $&ERHE 1) by Xa Xinlu R0 (1573) [Xa-Ximlu 1573],
pero con el tiempo dejo de aparecer en los manuales. Esto no debe sorprender demasiado, no se tra-
ta de una técnica esencial sino mas bien de un truco para aligerar o hacer mas comodas las operacio-
nes con el dbaco y su uso se puede demostrar directamente con el dbaco y transmitirse de forma oral
mas facilmente que plasmandolo en un libro. No olvidemos que los antiguos libros chino-japoneses
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sobre el dbaco eran realmente concisos; practicamente recordatorios o formularios, ya que la ense-
nanza oral era considerada fundamental.

Operacion inversa (de derecha a izquierda)

Algunos libros antiguos sobre el abaco, por ejemplo, "Pista Matemdatica" (Shixué Tonggui BUE:
@ #/) de K& Shangqian (F14]1&) (1578) [K&-Shangqian 1578], ensefian la suma usando una direc-
cioén de operacion alterna con la obvia intencion de ahorrar movimientos de la mano. Si el lector ya
ha estudiado el dbaco moderno, sabe por qué es preferible operar de izquierda a derecha y esto no es
solo una cuestion exclusiva del abaco; en el siglo XIX, el conocido astronomo canadiense-estadou-
nidense Simon Newcomb, una reconocida computadora humana, recomendaba sumar y restar de iz-
quierda a derecha en calculo escrito en la introduccion de sus tablas de logaritmos [Newcomb
c1882] si se queria llegar a ser eficiente en el calculo manual.

Por tanto, la alternancia de operaciéon debe considerarse como una cuestion secundaria. Si se
menciona aqui es porque, a pesar de su limitada utilidad, es un ejercicio muy interesante que puede
resultar bastante dificil al principio para quien ya estd habituado a trabajar de izquierda a derecha,
quizas un pequefio desafio que puede llevar al lector a interesantes reflexiones sobre el orden de
movimiento de los dedos; en particular, sobre si los acarreos deben realizarse "antes" o "después".

En el capitulo dedicado a Variantes del Ejercicio 123456789 se propone propone su practica dia-

ria como una forma de perfeccionar nuestra "comprension de las cuentas".


https://es.wikipedia.org/wiki/Simon_Newcomb
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VIl Uso de la 52 Cuenta Inferior

Introduccion

Abacos con cinco cuentas inferiores, Museo Ridai de Ciencia Moderna, Tokio (Japén)

e mmmlLl Ll
- e % %

L L L B X X 2 2 X |
*333°°3s
-: -

El 4baco oriental como heredero de las varillas de célculo

Es un misterio por qué los dbacos tradicionales chinos y japoneses tenian cinco cuentas en su
parte inferior, ya que solo se requieren cuatro desde el punto de vista de la representacion de nume-
ros decimales. Como ningiin documento antiguo existente parece explicarlo, este misterio probable-
mente dure para siempre y tendremos que conformarnos con nuestras propias conjeturas para tratar
de comprender su origen. En esta linea, podriamos pensar que, cuando aparecieron por primera vez,
los &bacos de cuentas fijas fueron concebidos a imagen y semejanza de las varillas de calculo, de las
que heredaron todos los algoritmos. Con las varillas de célculo, el uso de cinco barras para repre-
sentar el nimero cinco era obligatorio para evitar la ambigiliedad entre uno y cinco, al menos inicial-
mente, cuando no se usaba una representacion del cero ni un tablero cuadriculado al estilo japonés.
Equipar el dbaco con cinco cuentas inferiores permite una manipulacion paralela o similar de cuen-
tas y varillas, aportando algun tipo de compatibilidad de "hardware" y "software" a los dbacos de
cuentas fijas; de hecho, los primeros libros chinos sobre el abaco también se ocupaban de las vari-
llas de calculo, por lo que ambos instrumentos eran aprendidos al mismo tiempo. También podria-
mos invocar un cierto deseo de compatibilidad entre el dbaco y el sistema de notacion derivado de
las varillas de calculo que, de una forma u otra, ha estado en uso hasta los tiempos modernos. Si
fuéramos a anotar nuestros resultados usando tal notacion, estariamos interesados en cambiar los
cincos de nuestro dbaco para que estén representados por las cinco cuentas inferiores con el fin de
evitar errores de transcripcion catastroficos.

Las varillas de calculo, el 4baco més versatil y poderoso de la historia, tenia un defecto: es extre-
madamente lento de manipular. Como se ha explicado en la seccion anterior de este libro, no es una
sorpresa que los antiguos matematicos chinos inventaran la tabla de multiplicar para acelerar la
multiplicacion y que también descubrieran el uso de dicha tabla de multiplicar para acelerar la divi-
sion. No ha de ser, por tanto, una sorpresa que también descubrieran que las operaciones de suma y
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resta se podian simplificar un poco al usar la quinta cuenta inferior del dbaco. Realmente tenian que

ser muy sensibles a la lentitud.

A continuacion, se presenta un pequefio conjunto de reglas para el uso de la quinta cuenta junto
con su razon de ser y alcance de uso. Estas reglas no se establecen explicitamente en ninguna de las
obras clasicas, pero se pueden inferir de las demostraciones de suma y resta presentes en ellas

[Chen 2013], especialmente en el: Métodos computacionales con las cuentas en una bandeja (Pan-
zhii Suanfi BEERBTE) de Xa Xmlu fR/0O8 (1573) [Xa-Xinli 1573], por cierto, el libro mas anti-
guo que se conoce enteramente dedicado al abaco.

Algunos términos y notacion

P . ‘| . |
. | ' |
H i| . e
. --:.- ..
. . . |
. . :o .
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. e e 8 || o » . e
* e s 0 || o » .0
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F6 Tt Qq Qq

Notacién relacionada con el uso de la quinta cuenta inferior

En lo que sigue usaremos los siguiente conceptos y forma de notacion en referencia al uso (o no)
de la quinta cuenta inferior (véase la figura acompanante a la derecha).

F: para denotar un cinco inferior (cinco cuentas inferiores activadas) en lugar de:

5: cinco superior (una cuenta superior activada).

T: diez en una varilla (una cuenta superior y cinco cuentas inferiores activadas). En el abaco
de tipo 5 + 2, también es un diez inferior en lugar de t un diez superior (dos cuentas supe-
riores activadas).

Q: quince inferior en una varilla (dos cuentas superiores y cinco cuentas inferiores activa-
das) en lugar de q quince superior (cuenta superior suspendida en el 5+2, tres cuentas supe-
riores activadas en el 5+3).

acarreo: esto representa el numero 1 cuando se debe agregar a una columna como un aca-
rreo desde la derecha (adicion).

Reglas para la adicion

al: No utilice nunca la quinta cuenta, excepto en los dos casos siguientes:
© a2:4+acarreo =F
°© a3:9+acarreo=T

Es decir, al sumar 1 a una varilla se actia como de costumbre, por ejemplo:

S
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A A
§A+1§
4 5
y
A B A B
§B+1§
0O 9 1 0

ma:

A B A B
§B+5§
4 6 F 1
y
A B A B
§B+5=§
9 6 T 1
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Puede ver las reglas de adicion anteriores mencionadas de una manera ligeramente diferente por
Chen [2018].

La logica de estas reglas

El objetivo de la regla al es simplemente procurar dejar siempre una cuenta inferior sin usar a
nuestra disposicion para el caso de que la columna actual tenga que recibir posteriormente un aca-
rreo desde la derecha, mientras que las reglas a2 y a3 dictan el uso de la quinta cuenta ante tal situa-
cion. Entonces, podemos esperar obtener:

* una reduccion del nimero de movimientos de dedos porque evitamos tratar con las cuentas
superiores e inferiores a la vez

» evitar algunos saltos de varillas y reducir el intervalo de desplazamiento izquierda-derecha
de la mano

* cortar cualquier "acarreo multiple" hacia la izquierda (piense en 99999 + 1 =999TO0 en lugar
de 99999 + 1 = 100000)

La ventaja

Las ventajas anteriores se obtienen automaticamente mediante el uso de las reglas a2 y a3, pero
la regla al es de naturaleza diferente. La regla al es una prevision para el futuro, simplificara las
cosas si un acarreo futuro realmente cae en la columna actual (lo que ocurre aproximadamente el
50% de las veces en promedio), pero no simplificard nada en caso contrario. La regla al es una es-
pecie de apuesta (las reglas para la resta a continuacion también son de la misma naturaleza).

El ambito de uso

Las reglas al, a2 y a3 son para columnas que pueden recibir un acarreo, lo que excluye la ulti-
ma columna a la derecha en la operacion normal (es decir, operando de izquierda a derecha).

En la operacion inversa (operando de derecha a izquierda), ninguna columna recibira posterior-
mente un acarreo desde la derecha, por lo que la regla al no es aplicable, pero las re-
glas a2 y a3 siempre deberan usarse. (Esto se menciona porque una técnica antigua, ahora caida en
el olvido, utilizaba la operacion hacia la izquierda en alternancia con la operacion normal en sumas
y restas de varios numeros para evitar largos desplazamientos de la mano. No es de utilidad general,
pero si un ejercicio extremadamente interesante y recomendable para un usuario avanzado para me-
jorar su "comprension de las cuentas").

Excepcionalmente, si sabe que alguna columna nunca recibird un acarreo, también podemos ol-
vidarlos de la regla al. (Esto puede parece un comentario extrafio aqui, pero debemos hacerlo para
lo que seguird).
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Reglas para la sustraccion

» sl Utilice siempre cinco inferiores (F) en lugar de cinco superiores (5). Por ejemplo: 7-2 =F

A A A

A -2 = no

7 F 5

* s2 Nunca deje una varilla despejada (0) si puede tomar prestado de la varilla inmediatamente
a la izquierda (jpero no de una mas lejana!), deje T en su lugar, es decir, por ejemplo: 27-7 =

IT
A B A B
B -7-=
2 7 1 7T
en lugar de 27-7 = 20.
A B A B
B -7=
2 7 2 0
Observacion:
Estas dos reglas no se aplican a las varillas de las que se esta tomando prestado; es decir, 112-
7=10F
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A B C A B C A B C

33; TTT T’T

y 62-7 = 5F (no FF).
’T 5'? TT

F

La logica de estas reglas

Ambas reglas tienden a dejar cuentas inferiores activadas a nuestra disposicion para el caso en
que necesitemos tomar prestado de ellas en el futuro (es como tener dinero suelto en el bolsillo por
si acaso), ahorrandonos algunos movimientos y/o desplazamientos de la mano mas anchos o mas
complejos, como tomar prestado de columnas no adyacentes o saltar varillas.

La ventaja

No se obtiene automaticamente, s6lo cuando necesitamos tomar prestado de la varilla actual. En
esto es similar a la regla de adicion al.

El ambito de uso

Una vez mas, la columna de la derecha esta fuera del alcance de estas reglas, ya que nunca to-
maremos prestado de ella.

Ademas, en la operacion hacia la izquierda o inversa, nunca tomaremos prestado de la columna
actual, por lo que estas reglas no se aplican (lo que puede verse como una razon adicional para pre-
ferir la operacion hacia la derecha en el uso normal).
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Ejemplo de uso de las reglas

111111

Diagramas del Panzhu Suanfa de Xu Xinlu (1573) para el ejercicio 123456879 (adicién)

Diagramas del Panzhu Suanfa de Xu Xinlu (1573) para el ejercicio 123456879 (sustraccién)

Era comun en los libros antiguos sobre el dbaco demostrar la suma y la resta mediante el conoci-
do ejercicio que consiste en sumar el numero 123456789 nueve veces a un abaco puesto a cero has-
ta llegar al nimero 1111111101, y luego borrarlo nuevamente restando el mismo numero nueve ve-
ces. Este ejercicio parece tener el nombre chino: "Jiti pan qing" JLH&{H, que significa algo asi como
"limpiar las nueve bandejas".

Precisamente, las reglas de uso de la quinta cuenta inferior ofrecidas aqui se han inferido de la
demostracion de suma y resta que aparece en el Panzhu Suanfa de Xu-Xmlu [1573], por lo que
nada mejor que emplear este ejercicio como prueba de dichas reglas. En particular, las reglas permi-
ten reconstruir la serie de resultados intermedios que aparecen en el mencionado libro [Suzuki
1982] tras cada adicion o sustraccion del nimero 12345689. Para la suma:

000000000, 123456789, 246913F78, 36T36T367, 4938271F6,
617283945, 740737734, 864197F23, 9876F4312,

en este punto, agregar 123456789 una vez mas da como resultado 1111111101, pero este numero
aparece en el Panzhu Suanfa como:

TTTTTTTT1

S
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es decir, el dbaco presenta este aspecto:

TTTsTTTTT

i

————————
T 1T 7T T T T T T 1

que no se puede obtener mediante el uso de las reglas anteriores inicamente. Una situacion similar
ocurre al repetir este ejercicio pero comenzando con 999999999 en lugar de un abaco en blanco
(ver extension del ejercicio mas abajo), llegando a ITTTTTTTTO. Es por esto por lo que incluimos
el ultimo comentario sobre el alcance de las reglas de adicion anteriores. Puede ser que, por inspec-
cion o intuicidon, nos demos cuenta de que usar la quinta cuenta aqui no genera ningun acarreo, por
lo que podemos prescindir de la regla al y proceder a este resultado, ...un tanto teatral por lo demas.

A partir de aqui, por sustraccion deberiamos obtener:

TTTTTTTT1, 9876F4312, 864197523, 740740734, 61728394F,
493827156, 36T370367, 246913578, 123456789, 000000000

Como se puede ver, pocas F y T aparecen en los resultados intermedios de esta parte del ejerci-
cio, pero algunas mas aparecen durante el calculo (vea los detalles mas abajo), siendo inmediata-
mente convertidas a 4 y 9 al tomar prestado, que es el proposito para el cual fueron introducidas.
Las F y T que quedan en los resultados intermedios son sélo las no utilizadas.

Veamos a continuacion el detalle del ejercicio. El lector deberia estudiarlo detenidamente.
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Suma

ABCDEFGHI
000000000
100000000
120000000
123000000
123400000
123450000
123456000
123456700
123456780
123456789

ABCDEFGHI
617283945
717283945
737283945
740283945
740683945
740733945
740739945
740737645
740737725
740737734

A+1
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

A+l
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

Panzhu Suanfa: Suma (ejercicio 123456789).

ABCDEFGHI
123456789
223456789
243456789
246456789
246856789
246906789
246912789
246913489
246913F69
246913F78

ABCDEFGHI
740737734
840737734
860737734
863737734
864137734
86418T734
864196734
864197434
864197F14
864197F23

A+1
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

A+1
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

ABCDEFGHI
246913F78
346913F78
366913F78
369913F78
36T313F78
36T363F78
36T369F78
36T36T278
36T36T358
36T36T367

ABCDEFGHI
864197F23
964197F23
984197F23
987197F23
987597F23
987647F23
9876F3F23
9876F4223
9876F4303
9876F4312

A+l
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

A+1
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9
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ABCDEFGHI
36T36T367
46T36T367
48T36T367
493367367
49376T367
493817367
493826367
493827067
493827147
4938271F6

ABCDEFGHI
9876F4312
T876F4312
TT76F4312
TTT6F4312
TTTTF4312
TTTTT4312
TTTTTT312
TTTTTTT12
TTTTTTT92
TTTTTTTT1

A+l
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

A+l
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9

ABCDEFGHI
4938271F6
5938271F6
6138271F6
6168271F6
6172271F6
6172771F6
6172831F6
6172838F6
617283936
617283945

A+1
B+2
C+3
D+4
E+5
F+6
G+7
H+8
I+9
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Resta

ABCDEFGHI
TTTTTTTT1
OTTTTTTT1
98TTTTTT1
987TTTTT1
9876TTTT1
9876FTTT1
9876F4TT1
9876F43T1
9876F4321
9876F4312

ABCDEFGHI
493827156
393827156
373827156
36T827156
36T427156
36T377156
36T371156
36T370456
36T370376
36T370367

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

Panzhu Suanfa: Resta (ejercicio 123456789).

ABCDEFGHI
9876F4312
8876F4312
8676F4312
8646F4312
8642F4312
8641T4312
864198312
864197612
864197532
864197523

ABCDEFGHI
367370367
26T370367
241370367
247370367
246970367
246920367
246914367
246913667
246913587
246913578

Extension del ejemplo

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

ABCDEFGHI
864197523
764197523
744197523
741197523
740797523
740747523
740741523
740740823
740740743
740740734

ABCDEFGHI
246913578
146913578
126913578
123913578
123F13578
123463578
123457578
123456878
123456798
123456789

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

A-1
B-2
c-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

ABCDEFGHI
740740734
640740734
620740734
617740734
617340734
617290734
617284734
617283734
6172839F4
61728394F

ABCDEFGHI
123456789
023456789
003456789
000456789
000056789
000006789
000000789
000000089
000000009
000000000

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

A-1
B-2
c-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

ABCDEFGHI
61728394F
F1728394F
49728394F
49428394F
49388394F
49383394F
49382794F
49382724F
49382716F
493827156

A-1
B-2
C-3
D-4
E-5
F-6
G-7
H-8
I-9

Una vez que comprenda y domine el presente ejercicio, puede extenderlo para ampliar su practi-
ca de uso de la quinta cuenta sin mas que repetirlo sobre un fondo 111111111, 222222222, ...,
999999999 en lugar de 0000O00O00. Se ofrecen a continuacion los resultados parciales.

S
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0
000000000
123456789
246913F78
36T36T367
4938271F6
617283945
740737734
864197F23
0876F4312
TTTTTTTT1
9876F4312
864197523
740740734
61728394F
493827156
367370367
246913578
123456789
000000000

5
0555555555
0678T12344
0772469133
0925925922
1049382711
1172839470
1296296289
14197F2T78
1543209867
16666666F6
1F43209867
14197F3078
1296296289
117283949T
0T49382711
0925925922
0772469133
0678T12344
OFFF55555F

1
0111111111
02345678T0
0357724689
0481481478
0604938267
0728394TF6
©08F18F1845
097F308634
109876F423
1222222212
1098765423
097F308634
O08F18F184F
072839F056
0574938267
0481481478
0357724689
023456789T
0111111111

6
0666666666
078T1234F5
0913577244
1036T36T33
1157493822
1283947611
14073T73T0O
1530864189
1654320978
1777777767
16F4320978
1F30864189
140740739T
12839F0611
1157493822
0T36T37033
0913580244
078T12345F
0666666666

2
0222222222
0345678T11
046913F7TO
0592592F89
0715749378
0839476167
09629629F6
1086419745
1209876F34
1333333323
1209876534
108641974F
0962962956
0839F06167
0716049378
0592592589
046913579T
0345678T11
0222222222

7
0777777777
08T1234F66
0T246913F5
1148148144
1271574933
1394761722
1F18F18F11
164197F2T0
176F431T89
1888888878
176F432089
164197529T
1F18F18F11
139F061722
1271604933
1148148144
0T2469135F
0871234566
0777777777

3
0333333333
0456781122
0577246911
06T36T36TO
0827157489
09F0617278
1074073767
1197F2T8F6
1320987645
1444444434
132098764F
1197F30856
0T74074067
09F0617278
0827160489
06T370369T
0OF7T246911
04F678T122
0333333333

8
0888888888
0T1234F677
1135772466
12592592F5
1382715744
1F06172833
1629629622
17F3086411
1876F431T0
1999999989
1876F4319T
17F3086411
1629629622
1476172833
1382716044
125925925F
1135772466
0712345677
0888888888

S
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4
0444444444
05678T1233
0691357722
0814814811
09392715T0
1061738389
118F18F178
1308641967
14320987F6
1555FFFF45
1432098756
1308641967
118F18F178
0761728389
093827159T
0814814811
0691358022
OF678T1233
0444444444

9
0999999999
11234F6788
1246913F77
136T36T366
14938271F5
1617283944
1740737733
1864197F22
19876F4311
ITTTTTTTTO
19876F4311
1864197522
1740740733
1617283944
149382715F
1367370366
1246913577
1123456788
0999999999
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Reglas adicionales

Por supuesto, las reglas para la suma también se pueden usar directamente en la multiplicacion y
las reglas para la resta en la division, raices, etc. Ya lo sabe, todo lo que se puede hacer en el abaco
consiste en una sucesion de sumas y restas.

Adicionalmente, aunque la division tradicional se estudiara en capitulos posteriores, podemos
dejar indicada aqui una regla adicional que le es especifica y a la que podra referirse tras estudiar la
tabla de division; con abacos 5+2 o 5+3:

k1: Utilice siempre cinco, diez y quince inferiores (F, T, Q) cuando sume al resto durante la
aplicacion de las reglas de division.

Esto es asi porque, aunque estemos sumando a una varilla, lo siguiente que haremos sera empe-
zar a restar de la misma (si el divisor tiene mas de un digito). Es una especie de extension de la pri-
mera regla para la resta (s1). Por ejemplo, iniciando la division87+98:

87+98

Abaco Comentario
ABCDEFG
87 98 Dividendo: AB, divisor: FG
8Q 98 A: Regla 8/9>8+8
-64
886 98 etc.

Justo después de la aplicacion de la regla de division 8/9>8+8 deberiamos tener:

Regla: 8/9>8+8
A B C D

???‘“’

Por cierto, a veces puede encontrar algo contradictorio el uso de la segunda regla para la resta
(s2) en la division tradicional. Por ejemplo, 1167/32 = 36.46875

1167/32 = 36.46875

Abaco Comentario
ABCDEFG
32 1167 regla 1/3>3+1
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32 3267 -3*2=-6 in F, use la regla s2
-6
32 3177

Ahora bien, ;qué regla de division deberia usarse aqui? 1/3>3+1 o 2/3>6+2? De hecho, pode-
mos usar cualquiera de ellas y revisarlas segin sea necesario, pero es mas rapido darse cuenta de
que el resto es en realidad 3207, de modo que la segunda regla de division es la adecuada, asi que
simplemente cambie las columnas EF a 62 y contintie con 2/3>6+2 en E

Abaco Comentario
ABCDEFG
32 3627
etc.

Finalmente, si esta utilizando el método de multiplicacién tradicional o similar en un 5+2, puede en-
contrarse con un desbordamiento en algunas columnas, por lo que la regla adicional:

e ml [14] + acarreo = Q

debe también considerarse.

Acerca de la ventaja

Esta claro que el uso de la quinta cuenta puede reducir el nimero de movimientos de cuentas o
de los dedos requeridos en algunos calculos (piense en 99999 + 1 = 999TO0 frente a 99999 + 1 =
100000). Una estimacion basada en el ejercicio 123456789 y algunos de sus derivados conduce a
una reduccion del 10% en promedio (contando los movimientos simultdneos de las cuentas superior
e inferior por separado). Esta es una reduccion modesta, pero la ventaja de la quinta cuenta va mas
alla de simplemente reducir el nimero de movimientos de los dedos, ya que también reduce el nua-
mero y/o la extension de otros gestos de la mano requeridos en los célculos (desplazamientos, cam-
bios de direccion, saltos de varillas, ...). Como ya se ha indicado en otra parte, cada gesto:

* como proceso fisico, tarda un tiempo en completarse,

* como lo controla nuestro cerebro, requiere nuestra atencion, consumiendo energia (mental o
bioquimica),

* como lo hacemos seres humanos (no maquinas), tiene la posibilidad de hacerse de manera
incorrecta, introduciendo errores.

Bajo esta optica, podemos esperar entonces que el uso de la quinta cuenta resulte en un célculo algo
mas rapido, mas relajado y fiable al reducir el nimero total de gestos requeridos. No es facil medir
esta triple ventaja utilizando un solo pardmetro.

Saltar columnas parece haber sido visto tradicionalmente como algo que debe evitarse como una
posible fuente de errores [Chen 2013; Chen 2018]. Sin este concepto, la regla de resta (s2) no se

S
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puede entender ya que no siempre conduce a una reduccion en el nimero de movimientos de los de-
dos, pero siempre reduce el rango de movimiento de la mano y la necesidad de saltar barras.

En cualquier caso, la ventaja de usar la quinta cuenta, aunque no despreciable, es solo modesta,
y cada uno debe decidir si vale la pena usarla o no. Después de acostumbrarse y dominar el uso de
la quinta cuenta, no hay mejor prueba de su eficiencia que usar nuevamente un dbaco moderno 4+1,
y ser sensible al trabajo adicional requerido para completar las mismas tareas con ¢él.

Otras lecturas

* Heffelfinger, Totton (2011). «The 5 Earth Bead Advantage». 5% Abacus: Mystery of
the Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agosto de 2021.

Recursos externos

Puede practicar online el uso de la quinta cuenta con Soroban Trainer (ver: Entrenador Soroban en
el capitulo: Introduccion a los Métodos Tradicionales) usando este fichero 123456789-5bead.s-
bk que tendra que descargar a su ordenador y después subirlo a Soroban Trainer (Es un archivo de

texto que puede inspeccionar con cualquier editor de texto y que puede descargar de forma segura a
su computadora.).


https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/Resources/123456789-5bead.sbk
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/Resources/123456789-5bead.sbk
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/index.html
http://totton.idirect.com/soroban/Hannu/5_Bead/
https://web.archive.org/web/20210801083504/http://totton.idirect.com/soroban/Hannu/5_Bead/
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IX Variantes del Ejercicio 123456789

Introduccion

Como hemos visto en el capitulo anterior, el "ejercicio 123456789", que consiste en sumar ese
niimero nueve veces a un abaco a cero hasta llegar al nimero 1111111101 y luego restarlo nueve ve-
ces hasta que el abaco se despeje nuevamente, se viene utilizando desde la antigiiedad para ilustrar
y practicar la suma y la resta. Es un ejercicio conveniente porque:

* es lo suficientemente largo como para que no sea un ejercicio trivial

* sino volvemos al valor inicial (cero) es sefial de que nos hemos equivocado por el camino
* no necesitamos ni libro ni hoja de ejercicios

* utiliza muchos de los casos elementales de suma y resta de un digito a otro digito

pero también tiene un par de inconvenientes:

* o usa todos los pares de digitos (por ejemplo, un 3 nunca se suma a un 5)
* después de repetirlo varias veces, se comienza a memorizar mecanicamente el ejercicio, de
modo que ya no estamos practicando sumas y restas

Para evitar estos dos problemas podemos modificar el ejercicio de varias formas.

Usando un fondo

Ya se ha mencionado en el capitulo anterior. En lugar de usar un dbaco puesto a cero, llenamos 9
columnas del mismo con un digito (111111111, 222222222, etc.) y procedemos a sumar y luego res-
tar nueve veces el numero 123456789. Con esto multiplicamos por 10 el nimero de ejercicios a
nuestra disposicion y podremos estar seguros de que ahora recorremos todos los casos posibles de
suma y resta digito por digito a la vez que la memorizacién mecénica se hace mas dificil.

La siguiente tabla contiene los valores intermedios del ejercicio como referencia. Estos valores
se recorren de arriba hacia abajo durante la fase de adicion y de abajo hacia arriba en la de sustrac-
cion.
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+1.

+1..
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Ejercicio 123456789 sobre un fondo
Resultados intermedios

0
000000000
123456789
246913578
370370367
493827156
617283945
740740734
864197523

1
111111111
234567900
358024689
481481478
604938267
728395056
851851845

2
222222222
345679011
469135800
592592589
716049378
839506167
962962956

3
333333333
456790122
580246911
703703700
827160489
950617278

1074074067

975308634 1086419745 1197530856
987654312 1098765423 1209876534 1320987645
1111111101 1222222212 1333333323 1444444434

4
444444444
567901233
691358022
814814811
938271600

1061728389

1185185178

1308641967

1432098756

1555555545

Ejercicio 123456789 sobre un fondo
Resultados intermedios (continuacion)

5
555555555
679012344
802469133
925925922

1049382711
1172839500
1296296289
1419753078
1543209867
1666666656

6

7

8

666666666 777777777 888888888

790123455

913580244
1037037033
1160493822
1283950611
1407407400
1530864189
1654320978
1777777767

901234566
1024691355
1148148144
1271604933
1395061722
1518518511
1641975300
1765432089
1888888878

1012345677
1135802466
1259259255
1382716044
1506172833
1629629622
1753086411
1876543200
1999999989

9

999999999
1123456788
1246913577
1370370366
1493827155
1617283944
1740740733
1864197522
1987654311
2111111100

+1..
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Ejercicio 987654321

En lugar de usar el nimero 123456789, podemos pensar en usar cualquier otra permutacion de
estos digitos que podamos recordar facilmente; por ejemplo, 987654321, la tnica que considerare-
mos aqui. Esto nos ofrece otros 10 ejercicios independientes para la practica de suma y resta. La si-
guiente tabla nos muestra los valores intermedios de esta nueva serie de ejercicios utilizando un

fondo.

En total, ya tenemos 20 ejercicios diferentes.

Ejercicio 987654321 sobre un fondo

Resultados intermedios

+9..1 0 1 2 3
0 000000000 111111111 222222222 333333333
1 987654321 1098765432 1209876543 1320987654
2 1975308642 2086419753 2197530864 2308641975
3 2962962963 3074074074 3185185185 3296296296
4 3950617284 4061728395 4172839506 4283950617
5 4938271605 5049382716 5160493827 5271604938
6 5925925926 6037037037 6148148148 6259259259
7 6913580247 7024691358 7135802469 7246913580
8 7901234568 8012345679 8123456790 8234567901
9 8888888889 9000000000 9111111111 9222222222

4

444444444
1432098765
2419753086
3407407407
4395061728
5382716049
6370370370
7358024691
8345679012
9333333333

Ejercicio 987654321 sobre un fondo
Resultados intermedios (continuacidn)

+9..1 5 6 7 8
555555555 666666666 777777777 888888888
1543209876 1654320987 1765432098 1876543209
2530864197 2641975308 2753086419 2864197530
3518518518 3629629629 3740740740 3851851851
4506172839 4617283950 4728395061 4839506172
5493827160 5604938271 5716049382 5827160493
6481481481 6592592592 6703703703 6814814814
7469135802 7580246913 7691358024 7802469135
8456790123 8567901234 8679012345 8790123456
9444444444 9555555555 9666666666 9777777777

©OooNOGOVLIA WDNRO

Empezando con la sustraccion

9

999999999
1987654320
2975308641
3962962962
4950617283
5938271604
6925925925
7913580246
8901234567
0888888888

+9.

oo NOUVLLAE, WDNRO
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.1

Si empezamos restando los nimeros 123456879 o0 987654321 y completamos el ejercicio con su
suma dispondremos de otros 20 ejercicios independientes, pero tarde o temprano nos apareceran re-
sultados intermedios negativos. Existe una forma de representar nimeros negativos en el abaco, fre-

$
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cuentemente referida como "el otro lado" del dbaco, que estudiaremos en el capitulo: Numeros
Negativos, pero de momento es preferible mantenerse dentro de los nimeros positivos. Para lograr-
lo, necesitaremos introducir un 1 dos columnas a la izquierda de donde vayamos a empezar el ejer-
cicio; por ejemplo, usando un fondo de treses:

A B C D E F G H

TTTTTTTTTITTT
PP EIEEETITETES
§§§§£££££££££

© 3 3 3 3 3 3 3 3 3

con un 1 en la columna C. Es decir, usamos el nimero 10 000 000 000 o como punto de partida al
que sumaremos el fondo que corresponda. De este modo tendremos de donde tomar prestado duran-
te la sustraccion y trabajaremos con numeros positivos durante todo el ejercicio.

Las tablas siguientes contienen los resultados intermedios para los ejercicios 123456798 y
987654321. Notese que las tablas no contienen a la columna C de arriba; de hecho, no es necesario
introducir fisicamente un 1 alli, simplemente podemos tomar prestado de dicha columna cuando lo
necesitemos (si, de la nada) y tarde o temprano, a lo largo del ejercicio, llevaremos un acarreo a di-
cha columna devolviendo lo que tomamos prestado, aunque tampoco lo hagamos constar en el aba-
co. Si procedemos asi, sin poner fisicamente el 1 en la columna C, nos estaremos aproximando al
uso del "otro lado del dbaco" para los nimeros negativos. Vuelva por aqui cuando haya leido el ca-
pitulo correspondiente.


https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-lw.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-rw.png

-1.
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Ejercicio 123456789 comenzando con sustracciédn
Resultados intermedios

0

000000000
9876543211
9753086422
9629629633
9506172844
9382716055
9259259266
9135802477
9012345688
8888888899

1

111111111
9987654322
9864197533
9740740744
9617283955
9493827166
9370370377
9246913588
9123456799
9000000010

2

222222222
98765433
9975308644
9851851855
9728395066
9604938277
9481481488
9358024699
9234567910

3
333333333
209876544

86419755
9962962966

4
444444444
320987655
197530866

74074077

9839506177 9950617288
9716049388 9827160499
9592592599 9703703710
9469135810 9580246921
9345679021 9456790132
9111111121 9222222232 9333333343

Ejercicio 123456789 comenzando con sustracciédn
Resultados intermedios (continuacién)

5
555555555
432098766
308641977
185185188

61728399
9938271610
9814814821
9691358032

6
666666666
543209877
419753088
296296299
172839510

49382721
9925925932
0802469143

7
777777777
654320988
530864199
407407410
283950621
160493832

37037043
9913580254

9567901243 9679012354 9790123465

9444444454

9555555565

9666666676

8
888888888
765432099
641975310
518518521
395061732
271604943
148148154

24691365
9901234576

9
999999999
876543210
753086421
629629632
506172843
382716054
259259265
135802476

12345687

9777777787 9888888898

-1..

oo NGOV, WNRO
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Ejercicio 987654321 comenzando con sustracciédn

Resultados intermedios
-9..1 0 1 2 3

000000000 111111111 222222222 333333333
9012345679 9123456790 9234567901 9345679012
8024691358 8135802469 8246913580 8358024691
7037037037 7148148148 7259259259 7370370370
6049382716 6160493827 6271604938 6382716049
5061728395 5172839506 5283950617 5395061728
4074074074 4185185185 4296296296 4407407407
3086419753 3197530864 3308641975 3419753086
2098765432 2209876543 2320987654 2432098765
1111111111 1222222222 1333333333 1444444444

©OooNOGOVLIA~A WDNRO

4

444444444
9456790123
8469135802
7481481481
6493827160
5506172839
4518518518
3530864197
2543209876
1555555555

Ejercicio 987654321 comenzando con sustracciédn
Resultados intermedios (continuacién)

-9..1 5 6 7 8
555555555 666666666 777777777 888888888
9567901234 9679012345 9790123456 9901234567
8580246913 8691358024 8802469135 8913580246
7592592592 7703703703 7814814814 7925925925
6604938271 6716049382 6827160493 6938271604
5617283950 5728395061 5839506172 5950617283
4629629629 4740740740 4851851851 4962962962
3641975308 3753086419 3864197530 3975308641
2654320987 2765432098 2876543209 2987654320
1666666666 1777777777 1888888888 1999999999

O ooNOUVLIAWDMNRO

Usando la quinta cuenta inferior

Esta es la propuesta més interesante en el contexto de los métodos tradicionales. Los cuarenta
ejercicios anteriores se pueden realizar utilizando la quinta cuenta inferior como se explica en deta-
lle en el capitulo anterior; esto le permitird dominar esta técnica tradicional. Consulte el capitulo an-

9

999999999
12345678
9024691357
8037037036
7049382715
6061728394
5074074073
4086419752
3098765431
2111111110

terior sobre la 5* cuenta para los resultados intermedios del ejercicio 123456789.

iCon esto, sumamos un total de 80 ejercicios!

Usando direccion de operacion alterna

Y finalmente, ;por qué no? Aunque solamente sea por el placer de superar una dificultad dife-
rente, podemos combinar los ejercicios anteriores con una direccién de operacion alterna, de iz-

$

-9..
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quierda a derecha y de derecha a izquierda, como se explica en el capitulo introductorio de Particu-
laridades Tradicionales de la Adicién y la Sustraccion.

Ejemplo de operacién alternada
Abacus Comment
ABCDEFGHIJ
Abaco puesto a cero
+1
+2
+3
+4
+5
+6
+7
+8
+9
123456789 Primer paso completado
+9
+8
+7
+6
+5
+4
+3
+2
+1
246913578 Segundo paso completado
etc.

Con esto, podria dar un paso mas en su comprension de la mecénica de las cuentas.

Conclusion

Con los 160 ejercicios aqui presentados, ya no tiene excusa, puede practicar sumas y restas du-
rante horas en cualquier momento, sin hojas de ejercicios, quizas mientras esta comodamente senta-
do en su sofa, con su dbaco apoyado en las rodillas y mientras ve la television...

jEsta es una puerta a la maestria!
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X Sinopsis de la Divisiéon Tradicional

Introduccion

(/I
-

Divisién segun Sunzi de 309 por 7 usando varillas de célculo

De las cuatro operaciones aritméticas fundamentales, la division es probablemente la mas dificil
de aprender y realizar. Al ser basicamente una secuencia de restas, existe una gran cantidad de algo-
ritmos o métodos para realizarla y muchos de estos métodos se han utilizado con el dbaco [Suzuki
1980; Suzuki 1981]. De estos, dos destacan por su eficiencia y deben considerarse los principales:

* El método de division moderno (MD), shojohou en japonés, shang chiifi en chino (7S FR
1%£); el mas antiguo de los dos, su origen se remonta al menos a los siglos III al V d.C., como
se cita en el libro: £/ Clisico Matematico del Maestro Sun (Sinzi Suanjing 4T H£L). Si lo
llamamos moderno es porque es el que se ensefia habitualmente en la actualidad al ser el
mas parecido a la division con papel y lapiz. Este método de division se basa en el uso de
la tabla de multiplicar. Durante el periodo Edo fue introducido en Japon por Momokawa
Jihei [Momokawa 1645], pero no gand popularidad [Smith & Mikami 1914] hasta el siglo
XX con el desarrollo de lo que hemos venido llamando Método Moderno.

+ El método de division tradicional (TD), kijohou (J7FBR1%) en japonés, gur chi (JiFR) en
chino , descrito por primera vez en la Ilustracion matematica (Suanxué Qiméng, B2 M5E)
de Zhi Shiji¢ Z&1t:A% [Zhd 1299]. Su principal peculiaridad es que utiliza una tabla de di-
vision ademas de la tabla de multiplicar, lo que ahorra el esfuerzo mental de determinar qué
cifra provisional del cociente tenemos que probar. Ademas, podemos crear tablas de division
especiales para divisores de varios digitos; lo que nos ahorrara el uso de la tabla de multipli-
car.

Ambos métodos se utilizaron por primera vez en China con varillas de célculo.

En los capitulos siguientes nos ocupamos del método tradicional de division, asumiendo que el
lector ya tiene experiencia con el método moderno de division.

Capitulos

Division Moderna y Tradicional; Parientes Préximos

En este capitulo tratamos de mostrar coémo los métodos modernos y tradicionales, aparentemente
tan diferentes, estan realmente estrechamente relacionados, a la vez que tratamos de justificar por
qué se invento este método.

S


https://es.wikipedia.org/wiki/Tabla_de_multiplicar
https://es.wikipedia.org/wiki/Sun_Zi_Suanjing
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Division_with_remainder.GIF
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Guia a la Division Tradicional

Aqui veremos cémo utilizar el método tradicional.

Aprendiendo la Tabla de Division

Contiene algunas indicaciones que pueden facilitarle la memorizacion de la tabla de division.

Como Tratar con el Desbordamiento

Como hacer frente a la disposicion tradicional de la division (TDA) utilizando diferentes tipos
de abaco, especialmente el moderno 4+1 y el tradicional japonés 5+1.

Ejemplos de Division Tradicional

Un conjunto basico de ejemplos para ilustrar todo lo anterior.

Tablas de Division Especificas

Tablas de division para divisores de varios digitos, lo que permite dividir por ellos sin recurrir a
la tabla de multiplicar.

Division por Potencias de 2

Otro método de division tradicional diferente de J#FR{% basado en fracciones; una forma de di-
vision in situ.
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Xl Division Moderna y Tradicional; Parientes Proxi-
mos

Divisién Moderna (FijBRi%)

Es conveniente que el lector tenga fresco en la memoria el capitulo sobre la division moderna de
la seccion: Métodos del Abaco Moderno; en particular lo que alli llamamos:

El punto clave

Uno de los puntos clave del aprendizaje del dbaco es ser conscientes de que este instrumento
nos permite corregir algunas cosas de forma muy rapida y sin dejar rastros, lo que convierte al
abaco en un instrumento especialmente indicado para procedimientos de prueba y error.
Esto nos es especialmente 1til en el caso de la division. Si tenemos que dividir
634263 < 79283, en lugar de forzar nuestra mente tratando de encontrar la cifra correcta del
cociente, simplemente elegimos una cifra aproximada provisional o interina simplificando el
problema original a 63 < 7 y la probamos intentando restar el trozo (cociente
provisional)X79283 del dividendo; al hacerlo, ocurrird una de las siguientes situaciones:

» El digito del cociente provisional es correcto

* Esexcesivo y debemos revisarlo a la baja

* Esinsuficiente y debemos revisarlo al alza

ya que es este punto clave lo que nos sefiala la tremenda similitud entre las dos aproximaciones, tra-
dicional y moderna, a la division; asi como la pequena diferencia que nos conducira a un algoritmo
completamente diferente. Recordemos también uno de los ejemplos vistos en dicho capitulo:

Division Moderna: 1225+35 = 35
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
35 1225 12+3»4 como cociente provisional
+4 situar cociente prov. en F
35 41225 Tratar de restar 4x35 de GHI,
-12 primero 4x3 de GH
35 40025 ahora 4x5 de HI
-20  jNo se puede!

-1 Revisar a la baja la cifra del cociente
35 30025
+3 Devolver lo sustraido en exceso de GH
35 30325

-15 continuar normalmente: restar 3x5 de HI
35 3 175 17+3»5 como cociente provisional
+5 situar cociente prov. en G
35 35175 Tratar de restar 5x35 de HIJ]

S
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-15 primero 5x3 de HI
35 35025
-25 ahora 5x5 de 1]
35 35 Resto nulo, fin! 1225+35 = 35

Division tradicional (Jg#FRi%)

En lugar de intentar resolver directamente el problema original 1225+35 o la aproximacion utili-
zada en MD 12+3, simplificamos aun mas y tratamos de resolver 10+3; es decir, utilizamos un en-
foque mas crudo del problema original al ignorar el segundo digito del dividendo, por lo que debe-
mos prepararnos para revisar el cociente intermedio con mas frecuencia. Con este cambio de enfo-
que de 12+3 a 10+3 estamos adoptando la filosofia de TD; la cual es solo una ligera variacion de la
técnica de division por trozos utilizada en MD. Es por esta razon por lo que podemos considerar
ambas técnicas de division como parientes cercanos, miembros de la familia de algoritmos de divi-
s10n por trozos.

Por supuesto, si el lector ya ha desarrollado cierta habilidad dividiendo por el método moderno,
no hallard ninguna dificultad en aplicar esta nueva aproximacion. Asi, el ejemplo anterior discurriria
de la forma:

1225+35 con la nueva filosofia
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
35 1225 10+3»3 por la tabla de multiplicar
+3 cociente provisional en F
35 31225 sustraer 3x35 from GHI,
-09 primero 3x3 from GH
35 3 325
-15 luego 3x5 from HI
35 3175 ok.
35 3 175 10+3»3 por la tabla de multiplicar
+3 cociente provisional en G
35 33175 sustraer 3x35 from HIJ,
-09 primero 3x3 de HI
35 33 85
-15 ahora 3x5 de 1]
35 33 70 resto mayor que el divisor (35)
+1-35 revisamos al alza
35 34 35 resto igual que el divisor (35)
+1-35 revisamos al alza otra vez
35 35 resto nulo, hecho! 1225+35 = 35
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Fijese en que

* MDy TD (tal y como se ha explicado hasta ahora) se pueden entremezclar libremente du-
rante el mismo problema de division. Este es un ejercicio interesante y recomendable que
permite comparar ambas estrategias una junto a la otra.

* TD utiliza una aproximacion mas simple y por defecto del problema original que MD, por

lo que podemos prever algunos pros y contras
o Pros

= Algunos pueden encontrar este enfoque mas simple
= Serd necesario revisar a la baja con menos frecuencia (revisar hacia a la baja suele

ser mas dificil y propenso a errores que revisar al alza)
o Contras

= Necesitaremos revisar el cociente provisional con mas frecuencia, ya que la aproxi-
macion seguida es mas rudimentaria, lo cual es un problema de eficiencia.

Los dos pros anteriores probablemente jugaron un papel en el desarrollo de la técnica sofisticada
que conocemos como division tradicional, pero entender por qué fue el método preferido durante si-
glos, a pesar del contra anterior, requiere reflexionar sobre el origen del esfuerzo mental realizado
durante la division y descubrir la belleza oculta de TD.

La fuente del esfuerzo mental
Cuando aprendemos la tabla de multiplicar, memorizamos una secuencia de frases como:

“nueve por nueve, ochenta y uno”
“nueve por ocho, setenta y dos”

El orden en el que se aprenden estas frases puede variar, pero la estructura de las frases es similar en
muchos idiomas, al menos en espafol e inglés al igual que en chino y japonés. Consiste en una efi-
queta que contiene los dos factores a multiplicar seguidos del producto. Tan pronto como pensamos
en la etiqueta, ésta, actuando como una invocacion, trae a nuestra conciencia el valor del producto.
Representémoslo de la siguiente manera (lea = como la invocacion):

Lengua Etiqueta Producto
Espainol nueve por nueve = ochenta y uno
Inglés nine times nine = eighty-one

Chino VAR - J\t—
Japonés <K - EFbBLwo0h
Symbélico 9x9 - 81

(Como usamos esta tabla de multiplicar durante la division? Pensemos en nuestro ejemplo ante-
rior usando shojohou o el método de division moderno: 17+3+5, de la tabla de multiplicacion por
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tres necesitamos el producto mas grande que se puede restar de 17. Necesitamos escanear en nuestra
memoria (representado por &) al menos parte de dicha tabla y por cada producto rescatado, ver si es
menor de 17 y elegir el maximo de los productos menores que 17. Un proceso complicado que se
puede representar como:

3x1 - 3
3x2 = 6
3x3 = 9
3x4 = 12
3x5 = 15
3x6 = 18 no
3x7 = 21
3x8 = 24
3x9 = 27

n unu n
| e N e R

iseleccionamos éste!

£ £ £

Este proceso consume tiempo y energia. Los especialistas en informatica pueden encontrar una
similitud entre este proceso y la busqueda en una tabla de una base de datos relacional por datos en
una columna no indexada; la ineficacia de tal busqueda es bien conocida. La creacion de un nuevo
indice para esa tabla en funcién de la columna y los criterios de busqueda puede mejorar drastica-
mente las cosas. ;|Podemos hacer algo similar en nuestro caso para que la division sea mas comoda?

Indexando la tabla de multiplicar; la tabla de division

Para hacer algo similar a indexar la tabla de multiplicar en términos de los productos para facili-
tar la busqueda, debemos memorizar frases nuevas que contengan esos productos como etiquetas; es
decir, frases que comiencen con ellos; por ejemplo:

Etiqueta Cociente
3/3
6/3
9/3
12/3
15/3
18/3
21/3
24/3
27/3

O oo NOYUL B WN B

Es decir, tenemos que memorizar una tabla de division, lo cual es un trabajo duro. Piense también
que la tabla anterior no es Optima en el sentido de que faltan muchos de los nimeros entre 1 y 29;
quizés deberiamos memorizar una tabla del siguiente estilo en su lugar:
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Etiqueta Cociente Resto

1/3 0 1
2/3 0 2
3/3 1 0
4/3 1 1
5/3 1 2
27/3 9 0
28/3 9 1
29/3 9 2

donde la tercera columna contiene los restos de la division euclidiana. Probablemente esté de acuer-
do en que memorizar una tabla de este tipo esta fuera del alcance de la mayoria de las personas
(jpiense en la tabla para 9!).

La belleza oculta de la division tradicional

Si dedicasemos toda una vida a dividir con el dbaco usando el método moderno terminariamos
enfrentandonos con todas las divisiones elementales posibles del tipo ab+c, donde a, b y ¢ son digi-
tos y ab<c0, aproximadamente unas 360 en total. Sin embargo, si usasemos la division tradicional
tal y como se ha explicado aqui hasta ahora, nos enfrentariamos con todas las divisiones elementa-
les del tipo a0-c, es decir 10Xa+c con a0<c0, js6lo 36 en total! Esto hace viable la memorizacion
de una tabla de division. De hecho, para dividir por 3 basta con memorizar:

Etiqueta Cociente Resto
10/3 3 1
20/3 6 2

0, en una forma simbolica mas compacta

Regla
1/3 > 3+1
2/3 > 6+2

que podemos usar directamente para resolver nuestro ejemplo sin pensar, simplemente eligiendo la
cifra sugerida por la regla como cociente provisional:

1225+35 = 35 usando reglas de divisidn

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
35 1225 Regla: 1/3 > 3+1
+3 cociente interino 3 en F
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primero 3x3 de GH

después 3x5 de HI

Regla: 1/3 > 3+1

sustraer 3x35 de GHI,

cociente interino 3 en G

ahora 3x5 de IJ

sustraer 3x35 from HIJ,
primero 3x3 de HI

70 resto mayor que el divisor (35)
35 revisando al alza
35 resto igual al divisor (35)
35 revisando al alza otra vez

35 31225
-09
35 3 325
-15
35 3 175 ok.
35 3 175
+3
35 33175
-09
35 33 85
-15
35 33
+1-
35 34
+1-
35 35

Resto nulo,

ihecho!

1225+35 = 35

pero aun no hemos hecho uso del resto que aparece en las reglas después del signo mas, por lo que
todavia no estamos usando la mecanica completa de la division tradicional; ese y otros temas se
cubrirdn en el préximo capitulo.

La tabla de division

Concluyamos el presente capitulo ofreciendo una primera vision de la tabla de divisiéon completa
utilizada en TD. Todos los elementos se obtienen de los términos a0+c por division euclidiana.

1/9>1+1
1/8>1+2
1/7>1+3
1/6>1+4
1/5>2+0
1/4>2+2
1/3>3+1
1/2>5+0
1/1>9+1

2/9>2+2
2/8>2+4
2/7>2+6
2/6>3+2
2/5>4+0
2/4>5+0
2/3>6+2
2/2>9+2

3/9>3+3
3/8>3+6
3/7>4+2
3/6>5+0
3/5>6+0
3/4>7+2
3/3>9+3

Tabla de Divisiodn

4/9>4+4
4/8>5+0
4/7>5+5
4/6>6+4
4/5>8+0
4/4>9+4

5/9>5+5 6/9>6+6 7/9>7+7 8/9>8+8 9/9>9+9
5/8>6+2 6/8>7+4 7/8>8+6 8/8>9+8

5/7>7+1 6/7>8+4 7/7>9+7

5/6>8+2 6/6>9+6

5/5>9+5

El lector probablemente se sentira sorprendido al contemplar los elementos de la diagonal senalados
en gris tales como 9/9>9+9, 8/8>9+8, etc. La division euclidiana de 90 por 9 da un cociente de 10y
un resto de cero, ;Por qué se indica aqui un cociente de 9 y un resto de 97 Como veremos, tales re-
glas son especiales en cierto sentido.
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XIl Guia a la Division Tradicional

Introduccion

El método de division tradicional (TD), kijohou , gui chufi (J#FRi%), es uno de los dos métodos
principales de division utilizados con el dbaco. Este método utiliza tanto la tabla de multiplicar
como una tabla de division especifica y ha sido el método estandar estudiado con el dbaco durante
al menos 4 siglos, perdiendo popularidad en la década de 1930 por las razones que ya han sido co-
mentadas. Como algoritmo de division digito a digito 1o hemos presentado en el capitulo anterior
comparandolo al método de division moderno; haciendo hincapié en su especial caracteristica: no
requiere pensar en qué digito provisional probar, sino sélo seguir las reglas. En el presente capitulo
veremos como llevarlo efectivamente a la practica con el abaco.

La tabla de division

En el capitulo anterior se ha introducido la siguiente tabla de divisién o tabla de dividir (/\ &,
Hassan en japonés, Basuan en chino):

Tabla de Divisién
1/9>1+1 2/9>2+2 3/9>3+3 4/9>4+4 5/9>5+5 6/9>6+6 7/9>7+7 8/9>8+8 9/9>9+9
1/8>1+2 2/8>2+4 3/8>3+6 4/8>5+0 5/8>6+2 6/8>7+4 7/8>8+6 8/8>9+8
1/7>1+43 2/7>2+6 3/7>4+2 4/7>5+5 5/7>7+1 6/7>8+4 7/7>9+7
1/6>1+4 2/6>3+2 3/6>5+0 4/6>6+4 5/6>8+2 6/6>9+6
1/5>2+0 2/5>4+0 3/5>6+0 4/5>8+0 5/5>9+5
1/4>2+2 2/4>5+0 3/4>7+2 4/4>9+4
1/3>3+1 2/3>6+2 3/3>9+3
1/2>5+0 2/2>9+2
1/1>9+1

donde cada celda es el resultado de la division euclidiana:
(10 x a)/b=q,r
(¢: cociente, 7: resto, a, b: digitos de 1 a 9) expresado en la forma a/b > ¢ + r por razones que vere-
mos a continuacion. Esto significa que se cumple lo siguiente:
10a=q-b+r

Aunque ya hemos sefialado al final del capitulo anterior que las reglas diagonales (en gris) son espe-
ciales; son un tanto excepcionales en el sentido de que que el resto de la division euclidiana siempre
es menor que el divisor, lo cual no es el caso aqui, por lo que estas reglas no son el resultado de una

division euclidiana en sentido estricto aunque satisfagan la ecuacion anterior. En breve podremos
explicar su especial naturaleza.
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La tabla tiene tres zonas que corresponden a lo siguiente: Si el divisor tiene n cifras y lo compa-
ramos con los n primeros digitos del dividendo contados desde la izquierda (afiadiendo ceros finales
si fuera necesario), pueden ocurrir tres casos:

1. que el dividendo sea mayor o igual que el divisor (ej. 770/689)

2. que el dividendo sea menor que el divisor y el primer digito del divisor sea igual al primer
digito del dividendo (por ejemplo,670/689)

3. que el dividendo sea menor que el divisor y el primer digito del divisor sea mayor que el pri-
mer digito del dividendo (por ejemplo,570/689)

Las tres zonas de la tabla se corresponden con estos tres casos:

* Las celdas en blanco bajo la diagonal de la tabla de division corresponden al caso 1. Podrian
rellenarse al estilo de las tablas que se pueden ver en otros lugares [ WikipediaJ A Kuku],
pero las dejamos vacias aqui por simplicidad. Si durante la division caemos en esta zona,
procederemos, al menos por ahora, simplemente revisando al alza el digito anterior del co-
ciente tal y como veremos en los ejemplos que seguiran.

* Los elementos diagonales (en gris) corresponden al caso 2, lo cual sélo puede ocurrir si el
divisor tiene al menos dos digitos.

* Finalmente, los demas elementos no diagonales corresponden al caso 3, que puede conside-
rarse el mas importante de estudiar.

Abhora si, ya podemos explicar lo que las reglas diagonales tienen de especial. Si pensamos en el
ejemplo dado arriba: 670/689, si tratamos de aplicar la filosofia de la division tradicional, tal y
como se introdujo en el capitulo anterior, deberiamos simplificar el problema a 60/6, lo que nos
conduce a un cociente de 10 y un resto nulo; pero dicho cociente de 10 es excesivo de entrada ya
que 10 x 689 = 6890 > 6700 y no podriamos restarlo del dividendo. Estamos forzados, por tanto, a
revisar a la baja el divisor y considerar 9, en lugar de 10, como cociente provisional y aceptar 6
como resto de la division 60/6. Podemos entender por tanto las reglas diagonales como el resultado
de una division euclidiana, en sentido estricto, inmediatamente seguida de una revision a la baja.

No hay duda de que memorizar la tabla de division requiere una inversion de tiempo y esfuerzo.
Por ello, al lector le interesaria probar el método para saber si le interesa o no antes de realizar di-
cha inversion. Afortunadamente, las reglas de division por nueve, cinco y dos tienen una estructura
muy simple que permiten memorizarlas casi instantdneamente (ver mas abajo); también los elemen-
tos diagonales para divisores de varios digitos se pueden retener inmediatamente. Esto significa que
podemos aprender esta técnica tradicional sin mucho esfuerzo utilizando divisores que comienzan
con 9, 5 o0 2 y asi poder decidir si vale la pena dedicar tiempo a aprender toda la tabla o no. En lo
que sigue usaremos ejemplos basados en tales divisores.
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Reglas faciles de memorizar
Diagonal Divisidén por 9 Divisidén por 5 Divisidn por 2

1/1>9+1 1/9>1+1 1/5>2+0 1/2>5+0
2/2>9+2 2/9>2+2 2/5>4+0

3/3>9+3 3/9>3+3 3/5>6+0

4/4>9+4 4/9>4+4 4/5>8+0

5/5>9+5 5/9>5+5

6/6>9+6 6/9>6+6

7/7>9+7 7/9>7+7

8/8>9+8 8/9>8+8

9/9>9+9

¢Por qué las reglas de division incluyen restos?

Supongamos que vamos a dividir 35 entre 9, la regla 3/9>3+3 nos dice que debemos usar 3
como cociente intermedio y el siguiente paso sera restar el producto 3X9 = 27 de 35, dejando un
resto de 8. Si también memorizamos los restos, podemos ahorrarnos este paso de multiplicacion de
la siguiente manera: quitamos, limpiamos o borramos el primer digito del dividendo, en este caso
3, luego sumamos el resto (3) a la siguiente cifra (5) del dividendo. De esta forma obtenemos el
mismo resultado pero sin utilizar la tabla de multiplicar. Con divisores de un digito nunca tendre-
mos que recurrir a la tabla de multiplicar, y en el caso de divisores con varias cifras, procediendo de
la misma forma, nos ahorraremos una de las multiplicaciones necesarias. Lo veremos en el abaco a
continuacion, pero primero necesitamos afladir algo sobre como vamos a organizar la division en el
abaco.

Disposicion moderna de la division (MDA)

Se supone que el lector ya ha estudiado el método moderno del dbaco y la division moderna tal
como se ha explicado en la seccion precedente de este libro y que se corresponde con el método di-
vulgado en lengua inglesa por Kojima [1954]. En particular, ya conoce como organizar la division
sobre un abaco 4+1, por lo que en los ejemplos siguientes ilustraremos la division tradicional usan-
do la misma disposicion con la que ya estd familiarizado para que pueda seguirla mas facilmente y
usar su abaco de tipo 4+1 habitual si lo desea. Llamaremos a esta organizacion Disposicién moder-
na de la division (o MDA, por sus siglas en inglés), pero esta disposicion no es la forma en que la
division se organizaba tradicionalmente en el dbaco. Mas adelante, presentaremos la Disposicion
tradicional de la division (TDA) que, como veremos, tiene algunas ventajas y algunos inconve-
nientes, incluyendo la necesidad (o al menos la conveniencia) de utilizar un dbaco especializado con
cuentas superiores adicionales.

Mientras use MDA puede usar las mismas reglas que ya conoce sobre la posicion de la varilla
unitaria si las necesita.

Veamos ahora el caso de la division 35+9 del parrafo anterior, primero sin usar los restos (de la

regla):
@
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35+9 sin usar los restos (de la regla)

Abaco Comentario
ABCDEFGH
9 35 Divisor en A, dividendo en GH, regla: 3/9>3+3

+3 cociente provisional 3 en E
9 335
-27 restar 3x9=27 de GH

9 3 8 nuevo resto/dividendo en H

Y ahora usando los restos:

35+9 usando los restos (de la regla)

Abaco Comentario
ABCDEFGH
9 35 Divisor en A, dividendo en GH, regla: 3/9>3+3
+3 cociente provisional 3 en E
9 335
-3 borrar primer digito del dividendo en G
9 35
9 +3 sumar el resto 3 de la regla a H
9 3 8 nuevo resto/dividendo en H
es decir:

Cuando se usa MDA, la regla a/b>q+r se debe leer: "introducir q como digito provisional
del cociente a la izquierda de a, borrar a y sumar r a la cifra de la derecha”

Divisores de un digito

El nimero 123456789 se ha utilizado tradicionalmente para demostrar el uso de las tablas de
multiplicar y dividir en libros antiguos chinos [Xu-Xinll 1573] y japoneses [ Yoshida 1634; Shinoda
1895]. Aqui lo usaremos con los "divisores faciles" 9, 5 y 2.

Ejemplo: 123456789+9=13717421
123456789+9=13717421
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ (divisor no indicado)
123456789 Regla 1/9>1+1

+1 cociente provisional 1 en A
-1 borrar B
+1 afadir resto 1 al digito adyacente
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1 33456789
13 6456789
1361056789
+1-9
137 156789
1371 66789
1371612789
+1-9
13717 3789
13717310689
+1-9
137174 189
1371741 99
+1-9
1371742 9
+1-9
13717421

Regla 3/9>3+3
Regla 6/9>6+6

revisién al alza
Regla 1/9>1+1
Regla 6/9>6+6

revision al alza
Regla 3/9>3+3

revision al alza
Regla 1/9>1+1

revision al alza

revision al alza
iHecho!
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Ejemplo: 123456789+5=24691357.8

123456789+5=24691357.8
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ (divisor no indicado)

123456789
2 23456789
24 3456789
246 456789
2468 56789

+1-5
2469 6789
+1-5
24691 1789
246912 789
+1-5
246913 289
2469134 89
+1-5
2469135 39
24691356 9
+1-5
24691357 4

Regla 1/5>2+0
Regla 2/5>4+0
Regla 3/5>6+0
Regla 4/5>8+0

revision al alza

revisiéon al alza
Regla 1/5>2+0

revision al alza
Regla 2/5>4+0

revision al alza
Regla 3/5>6+0

revisién al alza
Regla 3/5>6+0
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246913578

Ejemplo: 123456789+2=61728394.5

123456789+2=61728394.5
Abaco

ABCDEFGHIJ

123456789

5 23456789
+1-2

6 3456789

iHecho!

Comentario
(divisor no indicado)
Regla 1/2>5+0

revision al alza

+1-2
61 1456789
615 456789
+2-4
617 56789
+2-4
6172 16789
61725 6789
+3-6
61728 789
+3-6
617283 189
6172835 89
+4-8
6172839 9
+4-8
61728394 1
617283945

revision al alza
Regla 1/2>5+0

revision al alza

revisién al alza
Regla 1/2>5+0

revision al alza

revision al alza
Regla 1/2>5+0

revision al alza
revision al alza

Regla 1/2>5+0
iHecho!

Divisores de varios digitos

dos veces

dos veces

tres veces

tres veces

cuatro veces

cuatro veces

Considere, por ejemplo, 359936/9728 = 37, en este caso es conveniente pensar en el divisor
como compuesto por un divisor propiamente dicho (el primer digito) seguido de un multiplica-
dor (el resto de los digitos del divisor), es decir, 9728 = dmmm, donde d es el divisor (9) y mmm
es el multiplicador (728). Los nombres en chino y japonés para este método de division (@R Gui-
chii en chino, J#FRI% Kijohou en japonés) se refieren a esto: i, Gui , Ki es el divisor propiamente
dicho y BR, chii , jo es el multiplicador [Feng 2020].

En este caso, la forma de actuar es la siguiente:

1. Primero consideramos solo el divisor d y hacemos exactamente lo mismo que en el caso del
divisor de un solo digito, es decir, seguimos la regla de division: obtenemos el cociente in-
termedio ¢ y sumamos el resto (de la regla) a la columna adyacente

S
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2. Luego restamos el producto g x multiplicador del dividendo si podemos; de lo contrario,
tenemos que revisar a la baja ¢ y devolver d al resto o dividendo usando las siguientes re-

glas:

Reglas para revisar a la baja

Mientras se divide por: Revisar q a: Sumar al resto:

1 g-1 +1
2 g-1 +2
3 g-1 +3
4 g-1 +4
5 gq-1 +5
6 g-1 +6
7 g-1 +7
8 g-1 +8
9 g-1 +9

Con esto, devolveremos al resto o dividendo lo que hemos restado de mas al usar la regla de di-
vision erronea; pero si el multiplicador tiene mas de una cifra y ya hemos procesado varias de ellas
cuando reparamos en que el cociente provisional es excesivo, también tendremos que devolver lo
sustraido de mas sumando los digitos que hemos usado del multiplicador (véase el ejemplo mas

abajo).

Ejemplo: 359936+9728=37

Veamos primero el caso mencionado arriba

359936+9728=37

Abaco
ABCDEFGHIJKLM
9728 359936
9728 3 89936

-2184
9728 3 68096
9728 3614096
-4368
9728 36 9728
+1-9728

9728 37

Comentario
Divisor:9, Multiplicador: 728
Regla 3/9>3+3
cociente 3 en G, borrar Hy sumar 3 a I
restar 3xmultiplicador 3x728=2184 de I-L
Regla 6/9>6+6
cociente 6 en H, borrar I y sumar 6 a J
restar 6xmultiplier 6x728=4368 de J-M
revisién al alza

jHecho!
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Ejemplo 235+59=3.98... (revision a la baja)
235+59=3.98..
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ Divisor:5, Multiplicador: 9
59 235 Regla 2/5>4+0
59 4 35 cociente 4 a E, borrar Fy sumar 0 a G
-36  no se puede restar 4xmultiplicador 4x9=36 de GH!
-1+5 revisién a la baja siguiendo las reglas dadas arriba
59 3 85
-27 restar 3xmultiplicador 3x9=27 de GH
59 3 58 Regla 5/5>9+5
59 3913 cociente 9 a F, borrar G y sumar 5 a H
-81 restar 9xmultiplicador 9x9=81 de HI
59 39 49 Regla 4/5>8+0
etc.

Ejemplo: 23711+5928=3,9998... (revision a la baja)
3711+5928=3,9998..

Abaco

Comentario

ABCDEFGHIJKLMN Divisor: 5, Multiplicador: 928

5928 23711 Regla 2/5>4+0
5928 4 3711 cociente 4 a G, borrar Hy sumar 0 a I
-36 restar 4x9=36 de IJ]
5928 4 111
-8 restar 4x2=8 de JK
5928 4 31
-32 no se puede restar 4x8=32 de KL!
1 revision a la baja devolviendo el exceso restado de
-1+592 13K
5928 3 5951
-24 continuando normalmente, restar 3x8=24 de KL
5928 3 5927 Regla 5/5>9+5

etc.

En este ejemplo el divisor es 5 y el multiplicador es 928. Cuando reparamos en que 4 es un co-

ciente excesivo ya hemos restado del dividendo el producto de 4 por las dos primeras cifras del
multiplicador (92); por lo tanto, para revisar a la baja y devolver al dividendo lo que hemos sustrai-
do de més, deberemos:

* Sumar 5 a la primera cifra del dividendo en I (de acuerdo a la tabla de arriba) para corregir
lo que la aplicacion de la regla se ha llevado de mas.

S



X1I Guia a la Division Tradicional 137

*  Sumar las cifras usadas del multiplicador (92) a JK, que es lo que nos hemos llevado de mas
al sustraer 4 x 92 = 368 en lugar de 3 x 92 = 276.

Ambas cosas combinadas se traducen en la suma de 592 al resto realizada arriba en IJK.

Disposicion tradicional de la division (TDA)

Como se coment6 anteriormente, hay dos formas basicas de organizar los problemas generales
de division. Veamoslas una al lado de la otra:

* Disposiciéon moderna de la division (MDA), como lo explica Kojima [1954] y como se ha
explicado en el capitulo correspondiente de este libro,

MDA 25+5=5

Abaco Comentario

ABCDEF

5 25 El dividendo empieza en E

5 5 Tras la divisién el cociente empieza en D

* Disposicion tradicional de la division (TDA), usada en los libros antiguos desde los tiempos
de las varillas de calculo [Zht 1299] hasta la primera parte del siglo XX [Kwa 1922],

TDA 25+5=5

Abaco Comentario
ABCDEF

5 25El dividendo empieza en E

5 5 Tras la divisién el cociente empieza
en E

Hasta ahora hemos utilizado MDA con la division tradicional sin ningin problema. TDA, sin
embargo, es problematica con cualquier método de division, incluido el tradicional. Esta naturaleza
problematica se debe a una colision entre el divisor y el dividendo/resto que ocurre con frecuencia
(es decir, ambos requieren el uso simultaneo de la misma columna), y se necesitan técnicas o dbacos
especiales para hacer frente a esta colision. A pesar de esto, la TDA se ha utilizado durante siglos
junto con el método tradicional de division, al menos desde el siglo XIII, mientras que el MDA se
ha dejado de lado hasta los tiempos modernos. Esta claro que se pueden reconocer ciertas ventajas
a TDA, pero no esté tan claro que sean suficientes para justificar su uso histdrico:

» Utiliza una varilla menos

* El resultado no se desplaza demasiado hacia la izquierda como en MDA, lo cual es de inte-
rés en el caso de operaciones encadenadas. Esto y el punto anterior hacen que TDA sea mas
adecuado para abacos con un niimero reducido de columnas, como el tradicional suanpan/
soroban de 13 varillas.

S
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* Abhorra algunos movimientos de los dedos; por ejemplo, la operacion 6231+93 = 67 puede
hacerse en 14 movimientos usando la division tradicional con TDA mientras que son nece-
sarios 24 con MDA.

* Los desplazamientos de las manos son mas cortos.

* Es menos propenso a errores ya que se saltan menos columnas.

]

s

Suanpan mostrando de 8 a 20 de izquierda a derecha, ilustrando el uso de las cuentas adicionales y
"suspendidas".

La forma de tratar con la colision mencionada es aceptar que la primera columna del dividendo
o resto, después de la aplicacion de las reglas de division, puede desbordar y tomar temporalmente
un valor superior a 9 (hasta 18 es necesario en algunos casos), al tiempo que proporcionar algin
mecanismo para hacer frente a tal desbordamiento. Curiosamente, parece que ningun texto antiguo
explica como hacer esto ultimo, aunque esta claro que en el caso de un dbaco 5+2 o 5+3 usaremos
las cuentas superiores adicionales para representar los valores de 10 a 20 en la columna desbordada,
recurriendo a la cuenta suspendida (¥&¥K xudn zhii en chino , kenshu en japonés) en el caso del
abaco 5+2. La tercera cuenta o la cuenta suspendida se requiere s6lo en aproximadamente el 1% de
los casos [Chen 2013] , lo que justifica la adopcion del modelo 5+2 como el estdndar en lugar del
5+3. En un capitulo posterior veremos como hacer frente al desbordamiento en un abaco con so6lo
una cuenta superior.

Cuando se usa TDA

la regla a/b>q+r debe leerse: "cambiar a a q como digito del
cociente intermedio y sumar r a la cifra de la derecha".

Con TDA, la regla para encontrar la columna unidad es la siguiente [Heffelfinger
2013]

La columna de las unidades de los cocientes se ubica » colum-
nas a la izquierda de la columna de las unidades del dividen-
do; donde n es el nimero de digitos del divisor a la izquier-
da de su punto decimal (jque puede ser negativo!).
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X1I Guia a la Division Tradicional 139

La siguiente tabla muestra los valores de n para algunos divisores:

Divisor n
32.7 2
3.27 1
0.327 0

0.00327 -2

Para ver ejemplos de TD usando TDA, consulte el capitulo: Ejemplos de Division Tradicional.

Acerca de la eficiencia de la division tradicional

Como puede ver en los ejemplos con divisores de un solo digito, la eficiencia de TD se deteriora
a medida que el divisor comienza con cifras mas bajas, en el sentido de que tenemos que revisar al
alza con mas frecuencia. Podemos decir que la eficiencia es nula cuando el divisor empieza por 1;
de hecho, ni siquiera tenemos reglas de division excepto 1/1> 9+1 (que es "estadisticamente" exce-
siva, consulte el capitulo: Aprendiendo la Tabla de Divisién). Para este tltimo caso, el truco es di-
vidir por 2 in situ (capitulo: Division por Potencias de 2) tanto el divisor como el dividendo, lo cual
es muy rapido, y proceder a dividir ambos resultados normalmente; ahora el divisor comenzara con
un digito entre 5 y 9 y la division tradicional resultara mas eficiente. Por ejemplo: 128/16 = 64/8

Para dividir in situ por dos, simplemente trabaje de derecha a izquierda borrando un digito de

cada vez y sumando en su lugar su mitad:

Ilustrando la divisién in situ por 2

Abaco
ABCDEFGHI
16 128
16 124
16 114
16 64
13 64

8 64
8 64
8 7 8

+1-8
8 8

Comentario

Divisiodn
mitad de
mitad de
mitad de
mitad de
mitad de

Regla 6/8>7+4

revision al alza

iHecho!

por 2 in situ

SO = N o

1

En otros casos, nuestra intuicion y experiencia con MD podrian ayudarnos.

Esta menor eficiencia de TD en comparacion con MD es el precio a pagar para ahorrarnos el
trabajo mental de deducir la cifra del cociente provisional que tenemos que probar.

S
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Xl Aprendiendo la Tabla de Division

Memorizacion de la tabla de division.

La tabla de division contiene 45 reglas, incluidos los 9 elementos diagonales para divisores de
varios digitos:

Tabla de Division (/\%, Hassan, Ba suan)
1/9>1+1 2/9>2+2 3/9>3+3 4/9>4+4 5/9>54+5 6/9>6+6 7/9>7+7 8/9>8+8 9/9>9+9
1/8>1+2 2/8>2+4 3/8>3+6 4/8>5+0 5/8>6+2 6/8>7+4 7/8>8+6 8/8>9+8
1/7>1+3 2/7>2+6 3/7>4+2 4/7>5+45 5/7>7+1 6/7>8+4 7/7>9+7
1/6>1+4 2/6>3+2 3/6>5+0 4/6>6+4 5/6>8+2 6/6>9+6
1/5>2+0 2/5>4+0 3/5>6+0 4/5>8+0 5/5>9+5
1/4>2+2 2/4>5+0 3/4>7+2 4/4>9+4
1/3>3+1 2/3>6+2 3/3>9+3
1/2>5+0 2/2>9+2
1/1>9+1

la misma cantidad de elementos independientes que encontramos en la tabla de multiplicar (dada la
conmutatividad de esta operacion) cuya memorizacion fue una de las hazanas de nuestra infancia en
la escuela. Memorizar la tabla de division es, por tanto, una tarea similar a aprender la tabla de mul-
tiplicar.

Estas reglas:

* Desde un punto de vista operativo, deben leerse o interpretarse de manera ligeramente dife-
rente dependiendo de si usamos la disposicion de division tradicional (TDA) o la moderna
(MDA).

o Cuando se usa MDA, se debe leer la regla a/ b> q + r: “poner q como digito del co-
ciente intermedio a la izquierda, borrar a y sumar r a la derecha ”

© Cuando se usa TDA, se debe leer la regla a/ b> q + r: “cambiar a por q como digito
del cociente intermedio y sumar r a la derecha”

* Desde un punto de vista teorico, cada regla expresa el resultado de una division euclidiana:

(10 x a)/b=q,r
(g: cociente, r: resto, a, b: digitos del 1 al 9) o, de manera equivalente,
10a=q-b+r

Si pensamos en este ultimo punto, de hecho no es necesario memorizar las reglas de division ya
que las podemos obtener in sifu, cuando las necesitemos, mediante un simple proceso mental. Pero
entonces estariamos haciendo un esfuerzo mental similar al requerido con el método moderno de di-
vision y no estariamos disfrutando de la gran ventaja que nos ofrece el método tradicional. Sin
duda, la eficacia y bondad del método tradicional solo se logra memorizando las reglas, y sdlo debe-
mos recurrir al proceso mental mencionado cuando alguna regla se resiste a venir a la memoria du-
rante la fase de aprendizaje.

S



142 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

Afortunadamente, una serie de patrones que aparecen en la tabla de division vienen en nuestra
ayuda haciéndonos mas facil aprenderla, dejando solo 14 reglas duras de un total de 45.

Reglas faciles

En el capitulo: Guia a la Divisién Tradicional ya mencionamos que las reglas de division por 9,
5y 2, asi como las reglas diagonales, tienen una estructura particularmente simple que permiten una
memorizacion casi inmediata.

Reglas faciles de memorizar
Diagonal Divisidn por 9 Divisidén por 5 Divisidn por 2

1/1>9+1 1/9>1+1 1/5>2+0 1/2>5+0
2/2>9+2 2/9>2+2 2/5>4+0

3/3>9+3 3/9>3+3 3/5>6+0

4/4>9+4 4/9>4+4 4/5>8+0

5/5>9+5 5/9>5+5

6/6>9+6 6/9>6+6

7/7>9+7 7/9>7+7

8/8>9+8 8/9>8+8

9/9>9+9

Por esta razon, los ejemplos presentados en dicho capitulo sélo hicieron uso de divisores con 2,5
y 9 como primer digito. Si practica varios ejemplos con tales divisores, no le sera dificil memorizar
estas 22 reglas (jcasi la mitad del total!); lo que supone una drastica reduccion del trabajo a realizar
y no la unica ayuda a recibir.

Division por 8
De las reglas restantes, las de division por 8 es la serie mas larga pero no la mas dificil, ya que
tiene una estructura interna:

Reglas de
division por 8
1/8>1+2 5/8>6+2
2/8>2+4 6/8>7+4
3/8>3+6 7/8>8+6

4/8>5+0

Dejando a un lado 4/8>5+0 (piense en esto como 8x5 = 40), las dos sub-series 1, 2,3y 5, 6,7
tienen los mismos residuos y los cocientes son tan simples como 1, 2, 3y 6, 7, 8; asi que, sin duda,
esta no sera la serie que le resulte mas dificil de aprender.
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Finalmente, como tltimo recurso para aprender, observe la siguiente serie de términos adyacen-
tes a la diagonal de la tabla.

Reglas

subdiagonales

4/5>8+0
5/6>8+2
6/7>8+4
7/8>8+6
8/9>8+8

En realidad, solo hay dos reglas nuevas aqui, pero captar la estructura de la tabla anterior tam-
bién lo ayudara a memorizar las reglas para los divisores 5, 8 y 9.

Reglas "duras"

En resumen, de las 45 reglas incluidas en la tabla de division, 31 caen dentro de uno de los pa-
trones anteriores (en gris)

1/9>1+1
1/8>1+2
1/7>1+3
1/6>1+4
1/5>2+0
1/4>2+2
1/3>3+1
1/2>5+0
1/1>9+1

Tabla de Division (/\&, Hassan, Ba suan)

2/9>2+2
2/8>2+4
2/7>2+6
2/6>3+2
2/5>4+0
2/4>5+0
2/3>6+2
2/2>9+2

3/9>3+3
3/8>3+6
3/7>4+2
3/6>5+0
3/5>6+0
3/4>7+2
3/3>9+3

4/9>4+4
4/8>5+0
4/7>5+45
4/6>6+4
4/5>8+0
4/4>9+4

5/9>5+5 6/9>6+6 7/9>7+7 8/9>8+8 9/9>9+9
5/8>6+2 6/8>7+4 7/8>8+6 8/8>9+8

5/7>7+1 6/7>8+4 7/7>9+7

5/6>8+2 6/6>9+6

5/5>9+5

y nos quedamos con solo 14 reglas "duras" o dificiles que tendremos que memorizar sin otra ayuda.

Esto ya no parece un gran trabajo.

La tabla combinada de multiplicacion y division

Lo que sigue es una simple nota historica con poca o ninguna relevancia practica.

La tabla de multiplicar estudiada por el lector probablemente contiene los 81 productos de dos
digitos en cualquier orden; es decir, incluye tanto 8x9 = 72 como 9x8 = 72, lo cual es innecesario

dada la conmutatividad de la multiplicacion. Por el contrario, en chino o japonés s6lo contenia uno

de los términos de estos pares 8x9 = 72; siempre con el primer factor menor o igual que el segundo
[Chéng-Dawei 1592; Chen 2013]. Por otro lado, las reglas de division se enunciaron dando primero
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el divisor que siempre es mayor que el dividendo, a excepcidn de las reglas que hemos llamado dia-
gonales en las que es igual. Esto permite concebir una tabla combinada de multiplicacion-division
que cubra todo el "espacio" de pares de digitos como operandos:

Tabla combinada de multiplicacién y divisidn
9%x9 81 9\8 8+8 9\7 7+7 9\6 6+6 9\5 5+59\4 4+4 9\3 3+3 9\2 2+2 9\1 1+1
8x9 72 8x8 64 8\7 8+6 8\6 7+4 8\5 6+2 8\4 5+0 8\3 3+6 8\2 2+4 8\1 1+2
7x9 63 7x8 56 7x7 49 7\6 8+4 7\5 7+17\4 5+57\3 4+2 7\2 2+6 7\1 1+3
6x9 54 6x8 48 6x7 42 6x6 36 6\5 8+26\4 6+4 6\3 5+0 6\2 3+2 6\1 1+4
5x9 45 5x8 40 5x7 35 5x6 30 5x5 25 5\4 8+0 5\3 6+0 5\2 4+0 5\1 2+0
4x9 36 4x8 32 4x7 28 4x6 24 4x5 20 4x4 16 4\3 7+2 4\2 5+0 4\1 2+2
3x9 27 3x8 24 3x7 21 3x6 18 3x5 15 3x4 12 3x3 9 3\2 2+6 3\1 3+1
2x9 18 2x8 16 2x7 14 2x6 12 2x5 10 2x4 8 2x3 6 2x2 4 2\1 540
Ix9 91x8 8 1x7 7 1x6 6 1x5 5 1x4 4 1x3 3 1x2 2 1x1 1

Donde hemos alterado la redaccion de nuestras reglas de division para adaptarlas al orden de los
argumentos utilizados en chino. Para resaltar este hecho, hemos reemplazado "/" por "\", por lo que
las reglas de division tal como aparecen en la tabla anterior deben interpretarse en la forma: Lea a \
b ¢ + d: como: a cabe en b0 ¢ veces dejando d como resto.

La tabla combinada tiene 81 elementos o reglas, a las que debemos sumar las reglas diagonales

Diagonal
1/1>9+1
2/2>9+2
3/3>9+3
4/4>9+4
5/5>9+5
6/6>9+6
7/7>9+7
8/8>9+8
9/9>9+9

y las reglas de revision dadas en el capitulo anterior:
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Reglas para revisar a la baja
Mientras se divide por: Revisar q a: Sumar al resto:

1 g-1 +1
2 g-1 +2
3 g-1 +3
4 g-1 +4
5 g-1 +5
6 g-1 +6
7 g-1 +7
8 g-1 +8
9 g-1 +9

que eran estudiadas por separado. Esto suma un total de 99 reglas a las que podemos sumar las
aproximadamente 50 reglas de suma y resta. El aprendizaje tradicional del dbaco consistia funda-
mentalmente en la memorizacidn y practica de estas 150 reglas.

Reglas estadisticas

Lo que sigue es una cuestion que surge de la practica. Las reglas de la diagonal para los diviso-
resly?2

Reglas diagonales para 1 y 2
2/2>9+2
1/1>9+1

son "excesivas" en el sentido de que a menudo nos vemos obligados a revisar el divisor a la baja va-
rias veces. En la préctica, las siguientes dos reglas "estadisticas" (por darles un nombre) se compor-
tan mejor permitiendo un calculo mas rapido.

Reglas estadisticas
2/2>7+6
1/1>7+3

Pruébelas en algin momento durante su practica.
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XV Como Tratar con el Desbhordamiento

Este capitulo es para el lector que desee practicar la division tradicional TD en disposicion tradi-
cional TDA, asi como el resto de técnicas superiores que se basan en ella, usando un antiguo soro-
ban 5+1 o incluso un dbaco moderno 4+1. Si dispone de un 4baco tradicional 5+2 (o 5+3, si es lo
suficientemente afortunado), todo es mucho mas sencillo y no necesitara nada de lo que sigue.

Introduccion

Excluyendo los métodos especiales de division de los que trataremos en la seccion de Métodos
Avanzados, hay dos formas basicas de disponer la division sobre el abaco. Ya las hemos menciona-
do en la Guia a la Division Tradicional:

* Disposicion Moderna (MDA), como la descrita por Kojima [1954]

MDA 25+5=5
Abaco Comentario
ABCDEF
5 25 El dividendo empieza en E
5 5 Trds la divisién, el cociente empieza en D

» Disposicion Tradicional (TDA), la usada en libros antiguos como el Jinkoki (€ lj iC)
[Yoshida 1634], o el Panzhu Suanfa (ERFIE) [X6-Xinli 1573]

TDA 25+5=5
Abaco Comentario
ABCDEF
5 25 El dividendo empieza en E
5 5 Tras la divisién, el cociente empieza en E

n
T

Divisidn segln Sunzhi (es decir, la division moderna MD) con varillas de célculo; tradicionalmente utili-
zaba tres filas horizontales de digitos.

MDA parece una disposicion perfecta para cualquier método de division; no sélo para el mo-
derno y el tradicional, sino también para cualquiera de la asombrosa variedad de métodos que uno
puede imaginar después de leer una pagina como: La guia definitiva de matematicas superiores so-
bre la division larga de enteros [DHMG ] o los esbozados en el capitulo: Division Moderna, y sim-
plemente usando las cuentas de un dbaco 4+1 (moderno). Por el contrario, TDA es una disposicion

problematica con cualquier método de division, ya que con frecuencia tiene lugar una colision entre
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cociente y dividendo/resto al requerir ambos el uso simultaneo de la misma columna. Por ejemplo,
en el caso de la division moderna nos veriamos obligados a posponer la entrada en el abaco del digi-
to del cociente provisional hasta que quedase libre la columna correspondiente durante la sustrac-
cion del producto de dicho cociente por el divisor. En cuanto a la division tradicional, la aplicacion
de las reglas de division supone sustituir el primer digito del dividendo por el cociente provisional y
sumar el resto (de la regla) a la columna siguiente; si dicha suma alcanza un valor superior a 9 (has-
ta 18) tenemos un 1 que desborda dicha columna y que deberiamos sumar como un acarreo a la co-
lumna de la izquierda pero que, como dicha columna esta ocupada por el cociente, se produce la co-
lision y el 1 desbordado no tiene adonde ir. Es decir, se necesitan técnicas o abacos especia-
les para hacer frente a esta colision.

Y sin embargo, TDA se ha utilizado durante siglos junto con el método tradicional de division,
mientras que MDA parece haber sido relegada al olvido hasta los tiempos modernos y la adopcion
del abaco 4+1; y ello a pesar de que MDA es la primera idea que se nos ocurriria si intentdsemos
adaptar el antiguo método de division de Sunzhi (utilizado con las varillas de calculo) a una sola fila
de digitos en lugar de las tres habituales. Se desconocen las razones por las que esto ha sido asi, y
posiblemente seguirdn siendo un misterio para siempre dado que ninglin autor cldsico se tomo la
molestia de contarnoslas. No obstante, debemos reconocerle ciertas ventajas a la disposicion tradi-
cional TDA:

» Utiliza una varilla menos menos.

* El resultado no se desplaza demasiado hacia la izquierda como con MDA lo cual es de inte-
rés en el caso de operaciones encadenadas. Esto, junto con el punto anterior, hace
que TDA sea més adecuado para dbacos de pequefio numero de columnas, como el tradicio-
nal suanpan/soroban de 13 varillas.

* Ahorra algunos movimientos de cuentas; por ejemplo, en la operacion 6231+93 = 67 usando
la division tradicional, se pueden contar 14 movimientos usando TDA frente a los 24 reque-
ridos si usamosMDA.

* Los desplazamientos de la mano son mas cortos.

* Es menos propenso a errores ya que es necesario saltan menos columas.

(Son suficientes estas razones para justificar el uso histérico de TDA? Parece necesario aceptar-
lo.

En cuanto a la forma de hacer frente a la colision o desbordamiento, esto no es un problema con
un abaco tradicional 5+2 o 5+3; como ya se explico, las cuentas superiores adicionales se pueden
usar para almacenar valores tan altos como 20 en cada columna del abaco. El problema surge cuan-
do pensamos que los abacos de tipo 5+1 fueron populares en Japon durante el periodo Edo y fueron
usados con la division tradicional, pero parece que ningln texto japonés antiguo explica como tratar
con el desbordamiento. La cuestion que trata de resolver este capitulo es esta: ;Qué se puede hacer
con un abaco 5+1 tradicional o con el moderno 4+1?.

En lo que sigue, se ofrecen tres soluciones a esta cuestion aunque la primera de ellas no es nada
recomendable para una practica habitual.

S
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El ganso solitario vuelve a su bandada. llustracién de un ejercicio tradicional de multiplicacién/divisiéon
con el dbaco. Basado en una pintura de Bian Shoumin i#%&R (1684-1752).

Usaremos un ejercicio clasico 998001+999 = 999 como ejemplo para ilustrar las tres alternativas
mencionadas. Este ejercicio se llama en chino: Regreso del ganso solitario (FRNESR X Giiyan gui-
dur). Si plantea esta division en el dbaco, por ejemplo:

Abaco
ABCDEFGHIJK
999 998001

y si es lo suficientemente imaginativo, sin duda identificard la cuenta solitaria colocada
en K con un ganso solitario que acaba de dejar su bandada en FGH (puede ver el lugar que ocupa-
ba en la parte inferior de la columna H). Para hacerlo volver a su lugar solo tenemos que completar
la division y obtener 999.

Primera forma: Fuerza bruta

En principio, podriamos sumar el "1 desbordado" en cualquier columna no utilizada, por ejem-
plo, la de mas a la derecha del abaco; pero esto podria resultar molesto e inconveniente porque tanto
la mano como la atencion tendrian que ir saltando de un lugar a otro en el dbaco con el riesgo de
terminar trabajando en la columna equivocada. Aqui, sin mas miramientos, sumaremos el 1 desbor-
dado a la columna del digito del cociente intermedio recién ingresado. Quizas el lector se sienta ate-
rrado al oir esto y no le faltardn razones para ello, ya que crearemos una entidad hibrida, en parte
cociente y en parte dividendo dificil de entender conceptualmente, pero si podemos mantener el va-
lor del cociente intermedio en la memoria por un momento podremos operar como de costumbre y
cualquier anomalia desaparecera del abaco en segundos. Vedmoslo con el ejemplo 998001+999 =
999 en un abaco 4+1:

998001+999 = 999; a lo bruto en un 4+1
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
999 998001 Regla: 9/9>9+9, jrecuerde el cociente 9!
999 998001 cambie el 9 en F por 9
+9 sume 9 a G
999 1088001 el acarreo corre hacia la izquierda, no se asuste
-81 reste 9*9=81 de GH
999 1007001
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-81 reste 9*¥9=81 de HI, fin de la anomalia
999 998901 Regla: 9/9>9+9, jrecuerde el cociente 9!
999 1007901 el acarreo corre hacia la izquierda, no se asuste
-81 reste 9*%9=81 de HI, fin de la anomalia
999 999801
-81 reste 9*9=81 de IJ
999 998991 Regla: 8/9>8+8, jrecuerde el cociente 8!
999 999791
-72 reste 8*9=72 de IJ
999 999071
-72 reste 8*%9=72 de JK, fin de la anomalia
999 998999 revisién al alza
999 999 iHecho!

En un dbaco 5+1, las cosas son mas faciles. Podemos usar la quinta cuenta para evitar que el acarreo
corra hacia la izquierda:

998001+999 = 999; a lo bruto en un 5+1 (22 cifra del cociente)
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK

999 998901 Regla: 9/9>9+9, jrecuerde el cociente 9!
999 977901
-81 reste 9*9= 81 de HI
999 999801
..etc.

Como vemos, es posible hacer las cosas asi, pero no parece un método muy atractivo ya que necesi-
tamos memorizacion y mucha atencion para no cometer errores. Por tanto, no se debe intentar este
método excepto como ejercicio de concentracion. Si hemos traido este método aqui, es principal-
mente como introduccidn al siguiente método.
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Segunda forma: Cuentas inferiores suspendidas

0B g aa /i gl 2 am L Ll o

R aa/l sl lle sl
INEaa /i gl el il

5] PP 00— -

(%]
]
=

Cuentas inferiores suspendidas en dbacos 5+1 y 4+1 y notacién subrayada para representarlas.

Si usamos un 5+1, en lugar de empujar la cuenta completamente hacia arriba, sumando efectiva-
mente el 1 desbordado al digito del cociente provisional como en el caso anterior, parece mas razo-
nable empujarlo solo hasta la mitad, dejando una cuenta inferior suspendida como se ilustra en la
parte superior de la imagen a la derecha. Esta cuenta suspendida representard el desbordamiento a la
vez que respeta la integridad del digito del cociente.

Este parece un método perfecto para tratar con el desbordamiento, tanto en la division como en
la multiplicacién, todo permanece bajo nuestros ojos y nada tiene que ser memorizado. De hecho,
cuando se utilizan cuentas inferiores suspendidas no hay necesidad de cuentas superiores adiciona-
les, y el dbaco 5+1 resulta tan potente como los instrumentos 5+2 o 5+3. Esto podria ayudar a expli-
car por qué el abaco 5+1 fue tan popular en el pasado y por qué la quinta cuenta inferior sobrevivid
durante tanto tiempo. Notese en la mitad inferior de la figura que, con alguna complicacion, este
método también se puede extender al abaco 4+1. A partir de aqui, usaremos digitos subraya-
dos para representar el desbordamiento de acuerdo con la figura. El subrayado nos recuerda cémo
se ve la cuenta suspendida en el abaco real.

Abaco 5+1

Repitamos el ejercicio anterior con esta técnica. El divisor ya no estd representado y también se
introducen algunos detalles mas para ilustrar adicionalmente como se puede usar la quinta cuenta
inferior en la resta para simplificar algo la operacion (como de costumbre, T es 10 inferior: 1 cuenta
superior + 5 cuentas inferiores activadas)

998001+999 = 999 en un 5+1

Abaco Comentario
ABCDEF
998001
988001 Regla: 9/9>9+9
-8 restar 81 de BC
9T8001
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-1
9T7001
-8 restar 81 de CD
999001
-1
998901
997901 Regla: 9/9>9+9
-8 restar 81 de CD
999901
-1
999801
-8 restar 81 de DE
998T01
-1
998991
998791 Regla: 8/9>8+8
-7 restar 72 de DE
998T91
-2
998T71
-7 restar 72 de EF
9989T1
-2
998999 Revisar al alza

(de izquierda a
derecha para aho-
rrar desplazamien-
to de mano)

998990
-9
998900
-9
998000
+1
999000 jHecho!

-9

Consulte también el capitulo Ejemplos de Division Tradicional para ver ilustrada esta division
en abacos de tipo 5+1, 5+2 y 5+3.

S
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Abaco 4+1

Y ahora en un ébaco 4+1. Necesitamos usar el grupo suspendido de cuatro cuentas inferiores
como codigo para 9:

998001/999 en un abaco 4+1
Abaco Comentario
ABCDEF
998001
988001 Regla: 9/9>9+9
-81 restar 81 de BC
987001

-81 restar 81 de CD
998901
997901 Regla: 9/9>9+9
-81 restar 81 de CD
999801

-81 restar 81 de DE
998991
998791 Regla: 8/9>8+8

-72 restar 72 de DE
998071

-72 restar 72 de EF

998999 Revisar al alza
999000 DjHecho!

Si ha intentado este caso, probablemente haya notado que el grupo de cuatro cuentas suspendi-
das se comporta de la misma manera que la cuenta superior suspendida que se usa en el dbaco 5+2;
es decir, con "aritmética inversa", si mueve la cuenta suspendida hacia la barra del abaco, jestara
restando en lugar de sumando!

Tercera forma: Memorizacion

Se ha dicho anteriormente que usar cuentas inferiores suspendidas parece un método
perfecto, ...pero de hecho es algo molesto debido a su inherente lentitud. Siempre es dificil suspen-
der una cuenta, especialmente las pequefias del dbaco moderno con poco espacio libre en las vari-
llas, y esto a pesar del truco simple de pellizcar la cuenta con dos dedos y luego retirar la mano
como si se arrancara una flor. Es cierto que con un dbaco 5+1 no se necesitan cuentas superiores
adicionales, pero sin duda, si tiene muchas multiplicaciones o divisiones por hacer, preferira la velo-
cidad que proporcionan las cuentas adicionales; ya que pocas veces se necesita una suspender una
cuenta en el 5+2, y nunca en el 5+3.

S
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En lugar de mover/suspender fisicamente la cuenta de desbordamiento, basta pensar que la
cuenta ya ha sido suspendida en la columna del cociente, o empujada sobre una varilla imaginaria
que sobrevuela alrededor de su dbaco, o simplemente recordar que el “estado de desbordamien-
to” se ha establecido en ON y que debe ponerse nuevamente en OFF tan pronto como sea posible.
Esta ultima forma es similar al concepto de poner banderas (flags) ON/OFF en la programacion de
calculadoras electronicas antiguas. Obviamente, no mover una cuenta es mas rapido que mover una
cuenta, por lo que nada puede ser mas rapido que esta alternativa. Sin embargo, necesitaremos algo
de préctica para acostumbrarnos a este método y debemos prepararnos para cometer algunos errores
mas debido a la memorizacion; pero memorizar un digito, como en el método de fuerza bruta, es
peor que simplemente memorizar una condicion de alerta como se requiere aqui.

No es necesario un nuevo ejemplo para ilustrar esta técnica; los anteriores se pueden seguir bajo
esta nueva perspectiva simplemente interpretando los subrayados como: OverflowFlag: ON.

Conclusion

Hemos visto aqui tres técnicas para tratar con el desbordamiento en abacos 4+1 y 5+1 que em-
pujan la cuenta desbordada hacia arriba en la columna del cociente intermedio:

1. Completamente, sumandose efectivamente como un acarreo al cociente
2. Solo hasta mitad de camino, dejando una cuenta inferior suspendida
3. Nada en absoluto (salvo en nuestra mente)

Estos métodos nos brindan la posibilidad de utilizar técnicas y disposiciones tradicionales
en cualquier tipo de dbaco, simplemente adaptando la mecanica a la presencia/ausencia de cuentas
adicionales. Encontraréd esto ventajoso si finalmente termina convencido por las técnicas tradiciona-

les.

Se ha mencionado que ningun texto japonés antiguo explica como tratar con el desbordamiento
con un abaco 5+1. Lo mas probable es que el método utilizado haya sido uno de los dos ultimos
presentados aqui. Considere que el segundo método se puede demostrar a otros en solo segundos, y
que una vez visto, no se olvida ni requiere mas explicaciones; Es tan obvio que no hay mucha nece-
sidad de escribir textos extensos para transmitir ese conocimiento.
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XV Ejemplos de Division Tradicional

En este capitulo se ofrecen una serie de ejemplos de division tradicional (TD) usando la disposi-
cion tradicional de la division (TDA) tanto en forma de tablas de procedimiento como en forma gra-
fica.

Divisores de un digito

Como ya se ha mencionado, el nimero 123456789 se ha utilizado para demostrar la multiplica-
cion y la division en muchos libros antiguos sobre el dbaco; algunos, como el Panzhu Suanfa [ Xu-
Xinlu 1573], comienzan con la multiplicacion tradicional (vea el capitulo correspondiente en este li-
bro) de dicho nimero por un digito y posteriormente usan la division para devolver el abaco a su es-
tado original; otros, como el Jinkoki [Yoshida 1634/, lo hacen al revés, comenzando con la division
y terminando el ejercicio con la multiplicacion. Nosotros veremos aqui la division de 123456789
por los ocho divisores de un digito 2, 3,...9.

El nimero 123456789 es divisible entre 3, 9 y 13717421, por lo que las divisiones entre 2, 3, 4,
5, 6, 8 y 9 tienen resultados con expansion decimal finita (2 y 5 son divisores de la base decimal
o radix 10). Solo la division por 7 conduce a un resultado con un niimero infinito de decimales, por
lo que aqui la interrumpiremos y daremos un resto.

Desafortunadamente, este ejercicio no usa todas las reglas de division, pero es un buen comien-
zo y permite practicar sin una hoja de ejercicios.

123456789 dividido por 9
123456789 dividido por 9
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM Divisor 9 en M
123456789 9 Columna A: Usar regla 1/9>1+1
133456789 9 Cambiar 1 en Aen 1y sumar 1 a B
B
a
C

136456789 g9 cotumna Usar regla 3/9>3+3 Cambiar 3 en B en 3 vy
sumar 3 a C

Columna Usar regla 6/9>6+6 Cambiar 6 en C en 6 y
136T56789 sumar 6 a D

9
136056789 9 (Igual que arriba)
137156789 9 Revisar al alza
9

137166789 Columna D: Usar regla 1/9>1+1 Cambiar 1 en D en 1y
sumar 1 a E

Columna E: Usar regla 6/9>6+6 Cambiar 6 en E en 6 vy
137162789 9 sumar 6 a F

137173789 9 Revisar al alza
137173089 9 Columna F: Usar regla 3/9>3+3 Cambiar 3 en F en 3 y

S
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sumar 3 a G
9 Revisar al alza

137174189

Columna G: Usar regla 1/9>1+1 Cambiar 1 en G en 1y

sumar 1 a H
9 Revisar al alza

9

137174199

137174209

Hecho! 123456789/9=13717421

9 Revisar al alza.
123456789 dividido por 9 (Ilustracion)

137174210

Divisor 9 en M

Columna A: Usar regla 1/9>1+1

Cambiar 1 en A en 1 vy sumar 1

aB

Columna B: Usar regla 3/9>3+3

Cambiar 3 en B en 3 y sumar 3

a C

Columna C: Usar regla 6/9>6+6

Cambiar 6 en C en 6 y sumar 6

ab

1 2 3 456 7 8 9

A B CDETFGHTIUIJKILM

1 3 3 456 7 8 9

A B CDETFGHTIUIJKILM

i1 3 6 456 7 8 9

A B CDETFGHTIJKTILM

1 3 610 5 6 7 8 9

A B CDETFGHTIIJKTILWM
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Columna D: Usar regla 1/9>1+1

Cambiar 1 en D en 1 y sumar 1

Columna E: Usar regla 6/9>6+6

Cambiar 6 en E en 6 y sumar 6
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123456789 dividido por 8
123456789 dividido por 8

Abaco

ABCDEFGHIJKLM

123456789
143456789

153456789

153756789

153056789
154256789

154296789
154316789
154318789
154320789
154320849
154320969
154320973
154320985
1543209862

8
8

8

8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8
8

15432098624 8

15432098625 8
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Comentario

Dividendo en A-I, divisor 8 en M

Columna A:
2 aB

Columna B:
0 acC

Columna C:
6 abD

(igual que
Revisar al

Columna D:
4 a E

Revisar al

Columna E:
2 acF

Revisar al

Columna G:
6 a H

Revisar al

Columna H:
4 a1

Revisar al

Columna I:
2 al

Columna J:
4 a K

Columna K:
O a L.

iHecho!

regla 1/8>1+2, Cambiar 1 en
regla 4/8>5+0, Cambiar 4 en
regla 3/8>3+6, Cambiar 3 en

arriba)
alza C, sumar 1 a C, restar
regla 2/8>2+4, Cambiar 2 en

alza D, sumar 1 a D, restar
regla 1/8>1+2, Cambiar 1 en

alza E, sumar 1 a E, restar
regla 7/8>8+6, Cambiar 7 en

alza G, sumar 1 a G, restar
regla 6/8>7+4, Cambiar 6 en

alza H, sumar 1 a H, restar
regla 5/8>6+2, Cambiar 5 en

regla 2/8>2+4, Cambiar 2 en

regla 4/8>5+0, Cambiar 4 en

123456789/9=15432098.625

en

en

en

de
en

de
en

de
en

de
en

de
en

en

en

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar
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123456789 dividido por 8 (Ilustracion)
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Lo o fo°8° 20 B Columna K: regla 4/8>5+0,

:T s %39 TT T: T: T Cambiar 4 en K en 5, sumar 0

Lol lTaaalals al.

tlesslests] |

l::y ‘::Tl“:T iHecho! 123456789/9=15432098.

SISEHITEEEEE 625

A B CDETFGHTIJ KILWM
123456789 dividido por 7
123456789 dividido por 7

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
123456789 7 Dividendo en A-I, divisor 7 en M
153456789 7 go;ugna A: regla 1/7>1+3, Cambiar 1 en A en 1, sumar
174456789 7 go;u?na B: regla 5/7>7+1, Cambiar 5 en B en 7, sumar
175956789 v go;ugna C: regla 4/7>5+5, Cambiar 4 en C en 5, sumar
176256789 7 Revisar al alza C, sumar 1 a C, restar 7 de D
176256789 7 go;ugna D: regla 2/7>2+6, Cambiar 2 en D en 2, sumar
176346789 7 Revisar al alza D, sumar 1 a D, restar 7 de E
176351789 7 go;ugna E: regla 4/7>5+5, Cambiar 4 en E en 5, sumar
176364789 7 Revisar al alza E, sumar 1 a E, restar 7 de F
176365289 7 go;ugna F: regla 4/7>5+5, Cambiar 4 en F en 5, sumar
176366589 7 Revisar al alza F, sumar 1 a F, restar 7 de G
176366799 v go;umna G: regla 5/7>7+1, Cambiar 5 en G en 7, sumar
176366829 7 Revisar al alza G, sumar 1 a G, restar 7 de H
176366825 7 go;u?na H: regla 2/7>2+6, Cambiar 2 en H en 2, sumar
Revisar al alza H dos veces, sumar 2 a H, restar 14

176366841 7 de I.

iParamos aqui! 123456789/9=17636684, resto =1
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123456789 dividido por 7 (Ilustracion)
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123456789 dividido por 6
123456789 dividido por 6

Abaco
ABCDEFGHIJKLM
123456789 6

163456789 6
203456789 6
205456789 6

205696789
205736789
205756789

205760789
205761189

205761129

SO OO0 o o o

205761309
205761313 6

205761315 6
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Comentario

Dividendo en A-I, divisor 6 en M

Columna A:
4 a B

Revisar al

Columna C:
©abD

Columna D:
4 a E

Revisar al

Columna E:
O acfF

Revisar al
Revisar al

Columna G:
4 a H

Revisar
H

Revisar al

Columna I:
0 al.
iHecho!

al

regla 1/6>1+4, Cambiar 1 en

alza A, sumar 1 a A, restar
regla 3/6>5+0, Cambiar 3 en

regla 4/6>6+4, Cambiar 4 en

alza D, sumar 1 a D, restar
regla 3/6>5+0, Cambiar 3 en

alza E, sumar 1 a E, restar
alza F, sumar 1 a F, restar
regla 1/6>1+4, Cambiar 1 en
alza G 2 veces, sumar 2 a G,

alza H, sumar 1 a H,

A

6
C

D

6
E

6
6
G

en

de
en

en

de
en

de
de
en

restar

restar 6 de I

regla 3/6>5+0, Cambiar 3 en I en 5,

123456789/6=20576131.5

123456789 dividido por 6 (Ilustracion)
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sumar

sumar

sumar

sumar
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sumar 0

Columna I: regla 3/6>5+0,
Cambiar 3 en I en 5,

a J.

iHecho!

123456789/6=20576131.5

123456789 dividido por 5

123456789 dividido por 5
Abacus
ABCDEFGHIJKLM

123456789
223456789

243456789

246456789

246856789

246906789
246911789

246912789
246913289
246913489
246913539
246913569
246913574

246913578

5
5

5

oo o1 o1 o1 ;L1 U1 U1 U ul

ul

Dividendo

Columna A:
O aB

Columna B:
0 acC

Columna C:
©abD

Columna D:
O aE

Revisar al
Revisar al

Columna F:
0OacgG

Revisar al

Columna G:
O aH

Revisar al

Columna H:
Oal

Revisar al

Columna I:
0 ald.

iHecho! 12

Comment

en A-I, divisor 5 en M

regla 1/5>2+0, Cambiar 1 en
regla 2/5>4+0, Cambiar 2 en
regla 3/5>6+0, Cambiar 3 en
regla 4/5>8+0, Cambiar 4 en
alza D, sumar 1 a D, restar
alza E, sumar 1 a E, restar

regla 1/5>2+0, Cambiar 1 en

alza F, sumar 1 a F, restar
regla 2/5>4+0, Cambiar 2 en

alza G, sumar 1 a G, restar
regla 3/5>6+0, Cambiar 3 en

alza H, sumar 1 a H, restar
regla 4/5>8+0, Cambiar 4 en

3456789/5=24691357.8

en

C en

D en

5 de E
5 de F
F en

5 de G
G en

5 de H
H en

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar

sumar
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123456789 dividido por 5 (Ilustracion)
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123456789 dividido por 4

123456789 dividido por 4

Comentario

ABCDEFGHIJKLM Dividendo en A-I, divisor 4 en M

Abaco
123456789
243456789
303456789

e

4
4

regla 1/4>2+2, Cambiar 1 en A en 2, sumar

Columna A:

2 aB
4 Revisar al alza A, sumar 1 a A,

restar 4 de B

S
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307656789
308256789
308556789
308616789
308628789

308640789
308641389
308641719

308641929

308641959

308641971

3086419722

3086419725

~ &~ B~ B B

S

Columna C:
2 alb

Revisar al

Columna D:
O aE

Revisar al

Columna E:
2 akF

Revisar
de F

Revisar al

Columna G:
2 aH

Revisar
de H
Columna H:
0al
Revisar
de I
Columna I:
2 al
Columna J:
0 a K.
iHecho!

al

al

al

regla 3/4>7+2, Cambiar 3 en

alza C, sumar 1 a C, restar
regla 2/4>5+0, Cambiar 2 en

alza D, sumar 1 a D, restar
regla 1/4>2+2, Cambiar 1 en

alza E dos veces, sumar 2 a

alza F, sumar 1 a F, restar
regla 3/4>7+2, Cambiar 3 en

alza G dos veces, sumar 2 a
regla 2/4>5+0, Cambiar 2 en
alza H dos veces, sumar 2 a
regla 1/4>2+2, Cambiar 1 en

regla 2/4>5+0, Cambiar 2 en

123456789/4=30864197.25

123456789 dividido por 4 (Ilustracion)

C en 7, sumar
4 de D

D en 5, sumar
4 de E

E en 2, sumar
E, restar 8

4 de G

G en 7, sumar
G, restar 8

H en 5, sumar
H, restar 8
I en 2, sumar

J en 5, sumar
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Columna A:
Cambiar 1 en A en 2,
a B

regla 1/4>2+2,

sumar 2
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123456789 dividido por 3

123456789 dividido por 3

Comentario

Abaco
ABCDEFGHIJKLM Dividendo en A-I, divisor 3 en M

3
3

123456789
333456789
403456789

regla 1/3>3+1, Cambiar 1 en A a 3, sumar

Columna A:

l1aB
3 Revisar al alza A, sumar 1 a A,

restar 3 de B

3 Revisar al alza B, sumar 1 a B, restar 3 de C

410456789
411156789

restar 3 de D

sumar 1 a C,

S

3 Revisar al alza C,
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411366789

411506789

411520789

411522189

411522399

411522609

411522630

Columna D:

1 akE

Revisar al
de E

Revisar al
de F

Revisar al
de G

Columna G:

1 aH

Revisar al
de H

regla 1/3>3+1, Cambiar 1 en D a 3, sumar
alza D dos veces, sumar 2 a D, restar 6
alza E dos veces, sumar 2 a E, restar 6
alza F dos veces, sumar 2 a F, restar 6
regla 1/3>3+1, Cambiar 1 en G a 3, sumar

alza G tres veces, sumar 3 a G, restar 9

Revisar al alza H tres veces, sumar 3 a H, restar 9
de I.

iHecho!

123456789/3=41152263

123456789 dividido por 3 (Ilustracién)
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Dividendo en A-I, divisor 3
en M

r|le0e—eo00 |—o00O || W
w(|lee—eoeo0O® |—eo0eO (| W
Nnjlee—eoeeo0o0 |—eoeO (| W
oOjle—eoo0o00 [—eo0e0 | ~
mjfeeeee—|(e—eo | U

mjfeeee—eo ([6—eo | &

ocojleee—eoeo (06— ||

TI|({ee—eoeo00 (06— | ©

Hle—eoo0o00® |0——0 (| ©

“|leoo0o0e0e—||—eooO

~|oo0o00e—||—eoo@

—r|eoe0e0e—||—eo@

Z|le0o—eoo00 |—o00 | W

Columna A: regla 1/3>3+1,
Cambiar 1 en A a 3, sumar 1 a
B
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Revisar al alza A, sumar 1 a
A, restar 3 de B
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Revisar al alza F dos veces,

restar 6 de G

sumar 2 a F,

regla 1/3>3+1,

Columna G:

sumar 1 a

Cambiar 1 en G a 3,

H

Revisar al alza G tres veces,

restar 9 de H

sumar 3 a G,

Revisar al alza H tres veces,

restar 9 de I.

sumar 3 a H,

123456789/3=41152263

iHecho!

4 115 2 2 189

A B CDETFGHTIIKTILWM

4 1 1 5 2 2 3 9 9

A B CDETFGHTIUIJKILM

4 1 1 5 2 2 6 0 9

A B CDETFGHTIIJIKILM

4 1 1 5 2 2 6 3

AB CDETFGHTIIJIKTILM

123456789 dividido por 2

123456789 dividido por 2

Comentario

Abaco
ABCDEFGHIJKLM Dividendo en A-I, divisor 2 en M

2
2

123456789
523456789
603456789
611456789

regla 1/2>5+0, Cambiar 1 en A a 5, sumar

Columna A:

O aB
2 Revisar al alza A,

restar 2 de B

sumar 1 a A,

restar 2 de C

sumar 1 a B,

S

2 Revisar al alza B,
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615456789 2 Columna C: regla 1/2>5+0, Cambiar 1 en C a 5, sumar

D
617056789 2 ggsésar al alza C dos veces, sumar 2 a C, restar 4
617216789 2 Egvésar al alza D dos veces, sumar 2 a D, restar 4
617256789 2 go;ugna E: regla 1/2>5+0, Cambiar 1 en E a 5, sumar
617280789 2 Egv%sar al alza E tres veces, sumar 3 a E, restar 6
617283189 2 Egvésar al alza F tres veces, sumar 3 a F, restar 6
617283589 2 goéumna G: regla 1/2>5+0, Cambiar 1 en G a 5, sumar
617283909 2 Egvﬁsar al alza G four times, sumar 4 a G, restar 8
617283941 2 Egv%sar al alza H four times, sumar 4 a H, restar 8

Columna I: regla 1/2>5+0, Cambiar 1 en I a 5, sumar
617283945 2 0 a J.
iHecho! 123456789/2=61728394.5

123456789 dividido por 2 (Ilustracion)

123456789 2 Dividendo en A-I, divisor 2
oooo““‘oooo en M

}}}}ooooo“‘{

RIS

SENEEETREEE

ABCDETFGHTIIJIKTLM

5234567809 2 Columna A: regla 1/2>5+0,
T: s TT TT T: s e Cambiar 1 en A a 5, sumar 0 a
el lleeeaalll] B

EEISEEEINE

SEIEEETNEEEE

A B CDETFGHTI J KILWM
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r|le0o00——eo (06—O | O
w(|leoeee—eo |—eoeO (|~
Nnjleee—eoeo | 06—0 (|
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Revisar al alza H four times,
sumar 4 a H, restar 8 de I

| e000—0 |06——0 || O
w/ i e0o00e—eOo |—eOeO (|~
Nnjeee—eoeo |06—O (|
cCjeee—eoeeo |—eo0O ||V
mjlee—eoeoeo® (06— | o
m|jee—eoeeo® |—eoeO || W
acjle—eeo00® |06—0 || ©
T|(fe—eoo0o00 |[—o0eO0 | ~

zZ|eo0o0e—eoo0 |—eo00O (| N
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Columna I: regla 1/2>5+0,
Cambiar 1 en I a 5, sumar 0 a
J.

iHecho!
123456789/2=61728394.5

Divisores de varios digitos (division larga)

Division de 998001 por 999
Division de 998001 por 999

Abaco
ABCDEFGHIJKLM
998001 999
988001 999

-8

9T8001 999
-1

9T7001 999
-8

999001 999
-1

998901 999

997901 999
-8

999901 999
-1

900801 999
-8

Comentario

Dividendo en A-F, divisor in K-M

Regla: 9/9>9+9
Restar 81 de BC

Restar 81 de CD

Regla: 9/9>9+9
Restar 81 de CD

Restar 81 de DE




908T01
-1
908991
908791
-7
9087191
-2
908T71
-7
9989T1
-2
998999

-9

998990
-9
998900
-9
998000
+1
999000

999

999
999

999

999

999

999

999

999

999

999

Regla: 8/9>8+8
Restar 72 de DE

Restar 72 de EF
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Revisar al alza (de izquierda a derecha para ahorrar

desplazamientos)

iHecho! 998001/999 = 999

Division de 998001 por 999 (Ilustracion en un 5+2)

9 9 8 0 01 ° 9 9 Dividendo en A-F, divisor en
ll lT TT TT TT ll l K-M (opcional)
SENNRNNNUEES:

N

A B CDEFGHTI J KILWM

LN LN ° 00 Columna A: regla 9/9>9+9,

T+ IEEXERREE RN cambiar 9 en A a 9 (nada que
coo | [T T Teaa hacer), sumar 9 a B
SENNRNSNURES:

[iiiigiiii]]]

A B CDEF GHI J KILWM
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Division de 998001 por 999 (Ilustracion en un 5+3)

c ] )
(] =) >
(o O
|- -~ -~
o o © o ©
n + © () [ + T
el o (© m () o @©
> A C A C
-— o) — (] ()] o —
© ~ [an] © © ~ &)
[e) o)} [e) @)}
~ © — — ©
L MM © (0] (o] MG ©
1 —~ (@)] 1l 1] —~ (o))
<< —~ O <C (@)} (o)} o
— () o X X (O] —
C @© ~ C @© (@)} (@)} ~ C @©
v C L E Il 1l o E
o .- > -l = = >
O -~ <O n X X Mmoo n
T O << <<
cC Q o - =~ o - =
© ~ e+ < © © e+ <
- S Q o + + S QO o
> = ~ £ O %] w0 ~ £ 0O
— O (M © O] (O] O (M ©
oXx (RO R o (a's O O Cc
o 0o0—o0 | 0000 —0 | = Ol ee—e | 0000 —0 | = o 0e0—0 || 0000 —0 | = o 0e0—o0 | 0000 —0 | = o o0——o0 00— 0 | =
o o0——o 000 eo—o | ojlee—e | 0o000—0 | o o0——o 000 eo—o | o o0——o 000 eo—o | o o0—o0| 0000 —0 |
o e0——o 000 0e—0 | ol ee—e | 0000—0 || X [<)] e0——o 000 0e—0 | o 0e0——o 000 0e—0 | o 0e0——o 000 0e—o |
000—(|—eoo0o000 | M 000—|([—eoo0o000 | M 000—(|—eoo0o000 | 000—(|—eoo0o000 | M 000—(|—eoo0o000 |
o00—|—o00000 | o000 —|(|—oo0000 | — o00—|—o00000 | o00—|—o00000 | o00—|—o00000 | —
0e00—|—o00000 | T 00— |(|——oo0000 | T 0e00—|——o00000 | T 0e00—|——o00000 | T 0e00—|—o00000 | T
0e00—|—o00000 | © 00— (—o0o0000 | O e00—|—o00000 | © 000 —|—o00000 | © 000 —|—o00000 | ©
— 0e00—|| 06—0000 | L (| 000—| 6——0 000 | L — 00— 06—0000 | L — 0e00—|| 06—0000 | L — 0e00—|| 06—0000 | L
= 000 —|——o00000 | L ©ocle0ee—|—00000 | WL = 0e00—|—o00000 | L = 0e00—|—o00000 | W = 0e00—|——o00000 |
=] 00— |—o00000 | O ol 00— |—00000 || O <] 00— |—o00000 | O [<)] o0—0 | 0000—0 | o o0—o0 || 0000 —0 | O
© o0—o0 || 000 —00 |V 0(|lee—eoe | 000—00 | ~ e0——o0 | 0o0—o000 || © e0—o0 | 00e—o00 O ” —o00 |00 —000 | L
o 0e0—0 || 0000 —0 | m — 000 (00O —00 m o0—0 | 060000 — | m [<)] 0o0—0 || 0000 —0 | o 0O0—0 || 06000 —0 | ™
o 00—0 || 0000 —0 | < Ol 0ee—Oe | 0000—0 || < o 00—0 || 0000 —0 | < o 00—0 || 0000 —0 | < o 0e0—o0 000 0—0 | <




XV Ejemplos de Division Tradicional 191

(]
>
o
O @®©
[an)] L + T L L
() [an] 0 @© [an] L
AN
(O] Q o) — V] ()
o o ~ o o ©
0 00
— — © o~ N
0 (o] M @O N~ N~
11 1] — (e 0] 1] 1l
(@)] (@)] om (@)} (@)}
X X [} C X X
(@)] [@))] . C ®© o0 0
1l 1l v E Il 11
— = . = — =
X X Lo W0 X X
o m (@] (&)
o < -
- - cC © ~ C -
© © e -+ < © ©
+ + S QO O + +
n w0 — £ O n "
()] Q O M @© U] ()
o (a'd U VU Cc o o
o *o0———o 0000—0 | = o o0——o 000 0—0 [ = o o0—o 0000—0 | = o o0——o 0000—0 [ = o o0—o 0000—0 | =
o o0——eo o000 —0 | o o0——o o000 —0 | - o o0———O o000 —0 | o o0———o o000 —0 | - o o0———o o000—0 |
o o0—o 0000—0 | X o o0—o 000 0—0 | X o o0—o 0000—0 | X o o0—o 000 0—0 | X o o0—o 0000—0 | X
00— |——eo0o0000 | N 000—|([—eoo0o000 | 000—||—eoo0000 | 00— |[([——eoo0o000 | 000—|(|——eoo0o000 | M
00— |——eo0o0000 | 000—|([—eoo0o000 | — 000—(|—eoo0000 | — 000—|[([——eoo0o000 |~ 000—|——o0o0000 | —
000—|——o00000 | T 00— |([—eoo0000 | T e00—(—eoo0000 | T 00— |([——eo0o0000 | T o00—(|—eo00000 | -
00— |——o00000 | O 00— |([—eo00000 | © 00— (|—eoo0o000 O 000—|([—eo0o0000 | © e00—(|—eo00000 | ©
— 000— | 0—0000 || — 00— (0—0000 | — e00—(0—o000 | L — 00— |(0—0000 | o o0—oO 000 0—0 || |=
[} 00— |——o00000O | L o o0——o 000 0—0 [ o o0—o 0000—0 || W ~ o0—oO 00— 0 00 | o o0—oO o000 0—0 |1
© *o0——o 000—00 | & o o0———o o000 0—0 [ U —eo 00 00——0 00 | o m o0—o 0000 — O o o0—oO 0000—0 | O
o o0—o 000 0—0 | O © o0——o 000——00 | © [e] o0———o e00—o00 | L [oe] o0———o 000—00 | co o0——o e00—o00 | L
o *o0——o 0000—0 | M o o0——o 0000—0 [ m o o0———o 0000—0 | M [} o0———o 0000—0 [ o o0——o 0000—0 | 1
o o0——o 0000—0 || < o o0———o 000 0—0 | < o o0———o 0000—0 | < o o0———o 000 0—0 | < o o0—oO 0000—0 | <




192 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

200 20 Revisar D al alza, sumar 1 a
?? ?E EEERE ff T C y restar 999 de DEF
el Il T Tass
AR Resto en DEF nulo,
:::ooooooo::: 998001/999:999
lll:::::::lll iHecho!
A B CDETFGHTI JKIULM
Division de 888122 por 989
Division de 888122 por989
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM Dividendo 888122 en A-F, divisor 989 en K-M

888122 989
868122 989
804122 989
896922 989
895922 989
898722 989
897912 989
897612 989
897052 989
897989 989

898000 989

A: Regla: 8/9>8+8
Restar AxL=8x8=64
Restar AxM=8x9=72
B: Regla: 9/9>9+9
Restar BxL=9x8=72
Restar BxM=9x9=81
C: Regla: 7/9>7+7
Restar CxL=7x8=56
Restar CxM=7x9=63

cambiar 8 en A a 8 y sumar 8 a B
de BC
de CD
cambiar 9 en B a 9 y sumar 9 a C
de CD
de DE
cambiar 7 en B a 7 y sumar 7 a D
de DE
de EF

Revisar al alza: sumar 1 a C y restar 989 de DEF.
Resto nulo 888122/989 = 898. jHecho!

Division de 888122 por 989 (Ilustracion)

SiRAARARDY
ceetrsel e
SSENNSEEEE

Dividendo 888122 en A-F, di-
visor 989 en K-M
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Division de 888122 por 898
Divisién de 888122 por 898

Comentario

ABCDEFGHIJKLM Dividendo 888122 en A-F, divisor 898 en K-M

Abaco
888122 898
968122 898
987122 898
979922 898
985922 898
988722 898
988082 898
989882 898
989072 898
989000 898

A: Regla: 8/8>9+8, cambiar 8 en A a 9 y sumar 8 a B
Restar AxL=9x9=81 de BC
Restar AxM=9x8=72 de (D
B: Regla: 7/8>8+6, cambiar 7 en B a 8 y sumar 6 a C
Restar BxL=8x9=72 de CD
Restar BxM=8x8=64 de DE
C: Regla: 8/8>9+8, cambiar 8 en C a 9 y sumar 8 a D
Restar CxL=9x9=81 de DE

Restar CxM=9x8=72 de EF. Remainder en DEF is zero,
so that 888122/898 = 989. ;Hecho!

Division de 888122 por 898 (Ilustracion)

888 122 8 98 Dividendo 888122 en A-F, di-
ll lT TT TT TT ll l visor 898 en K-M
trryasill]ese

NEEES SRR

A B CDEFGHTI JKILWM

T 81 2 2 8 9 8 A: Regla: 8/8>9+8, cambiar 8
i )T TT TT TT ] ] en A a9y sumar 8 a B
SEIRETTTEEE

li:iifiiiicly

A B CDEFGHTIJKILWM

8712 2 8 9 8 Restar AxL=9x9=81 de BC
SNERARERETY

NS

[13iisiiiil]!

A B C€CDETFGHTIJKIULM
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Restar CxL=9x9=81 de DE

mjieee—eoeo (06— | -
mjleee—eoeo (|—eoeo [N
X|oeo—eoo00® (06—O ||
r|j|e—eoo0o00® (0—0 | ©
Z|loe0e—eoo00 [ 06— | ©

w(|lee—eoo0O® |O06—0
njle—eoo0o00 |06—0
Cjleceeee—(|—eoo | ©
ocf|leeeee—||—eoeo
T|leeoeee—|—eoeo
Hleoo0eoe—||—eo0O
v|leo0eee—|—eooO

>|le—eoo000® | 06—0

Restar CxM=9x8=72 de EF. Re-
mainder en DEF is zero, so
that 888122/898 = 989. jHe-
cho!

w(|lee—eoo0O® | O06—0O
ojle—eoo0o0 [06—o
~|o0o—eoeo00® |O0—0 || @
—rj|je—eoeo0®® |0—0 || ©
Z|(leoe—eoeo00 [0—e | ©

>|le—eoo000 | 06—0O
C|leeeee—||—eoeoO
mileeeee—|—eoe
mleeeee—|—eoeo
c|leeeee—||—eoeo
T|eeoeo0ee—|—eoeo
H|loeo0o0o0e—||—eoO
“|eoo0e0e0e—|—eo0O

Division de 412 por 896

En este caso extendemos la division hasta el final del dbaco, utilizando para los Ultimos digitos
la técnica presentada en el capitulo sobre Operaciones Abreviadas.

Division de 412 por 896

Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM

896 412 Esta vez el divisor va a la izquierda y el dividendo
a la derecha.

896 512 Columna E: regla 4/8>5+0, cambiar 4 en E a 5, sumar
0 aF

896 492 no se puede restar ExB=5x9=45 de FG, revisar a la
baja E: restar 1 de E, sumar 8 a F

896 456 restar ExB=4x9=36 de FG

896 4536 restar ExC=4x6=24 de GH

896 4656 Columna F: regla 5/8>6+2, cambiar 5 en F a 6, sumar
2acG

896 4602 restar FxB=6x9=54 de GH
no se puede restar FxC=6x6=36 de HI, revisar a la

D 455 baja F: restar 1 de F, sumar 8 a G
y sumar 9 a H para devolver el exceso 89 restado de

896 4591 GH

896 4588 Continuar normalmente y restar FxC=3x6=30 de HI
Columna G: regla 8/8>9+8, cambiar 8 en G a 9, sumar

896 45916 8 a H

896 45979 restar GxB=9x9=81 de HI

S
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896
896

896
896

896

896
896
896

896

896
896

896
896
896
896
896
896
896

459736
459896

459824
4598192

4598112

4598103
45981024
45982128

45982148
45982139

459821384
459821344
459821317
459821315
459821425
459821429
459821427
459821428

restar GxC=9x6=54 de IJ]

Columna H:

6 al
restar HxB=8x9=72 de IJ]
restar HxC=8x6=48 de JK

Columna I:

2 al
restar IxB=1x9=9 de JK
restar IxC=1x6=6 de KL
revisar al alza I: sumar 1 a I, restar 896 de JKL

Columna J:

2 akK
restar JxB=1x9=9 de KL
restar JxC=1x6=6 de LM

Columna K:

6 al
restar KxB=3x9=27 de LM
restar KxC=3x6=18 de M ..a partir de ahora esto es

aproximado

regla 7/8>8+6, cambiar 7 en H a 8, sumar

regla 1/8>1+2, cambiar 1 en I a 1, sumar

regla 1/8>1+2, cambiar 1 en J a 1, sumar

regla 3/8>3+6, cambiar 3 en K a 3, sumar

revisar al alza K: sumar 1 a K, restar 896 de LM..

Columna L:

4 a M
restar LxB=2x9=18 de M.

Columna M:

4 a ..

regla 2/8>2+4, cambiar 2 en L a 2, sumar

regla 7/8>8+6, cambiar 7 en M a 8, sumar

iHecho! 412/896=0.459821428

Division de 412 por 896 (Ilustracion)

poL +r2 Esta vez el divisor va a la
TT T: T s e s e izquierda y el dividendo a la
ceo LTI derecha.
::y\:T:HHH
HENHHH:
JEENEEEREERE
A B CDETFGHTI J KLM
896 412
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Columna M:
cambiar 7 en M a 8,

iHecho!
412/896=0.459821428

regla 7/8>8+6,

sumar 4 a

896 45982142851

Recursos externos

Soroban Trainer mostrando un &baco tipo 5+2 usando la cuenta superior suspendida.

Puede practicar la division tradicional en linea con Soroban Trainer usando este fichero: kijoho-1di-
git.sbk que debe descargar a su computadora y luego enviarlo a Soroban Trainer (es un archivo de
texto que puede inspeccionar con cualquier editor de texto y que puede descargar de manera segura
a su computadora).

Sobre Soroban Trainer

* Puede ejecutarlo directamente desde GitHub en su navegador
* o0 puede descargarlo a su computadora desde su repositorio en GitHub.



https://github.com/jccsvq/SorobanTrainer
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/index.html
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/Resources/kijoho-1digit.sbk
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/Resources/kijoho-1digit.sbk
https://jccsvq.github.io/SorobanTrainer/index.html
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Soroban_Trainer.png
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XVI Tablas de Division Especificas

Fundamento

Supongamos que tenemos que realizar una gran cantidad de divisiones entre 36525, que podria
ser el caso si hacemos calculos de calendarios. Entonces, podriamos simplificar la tarea creando
una tabla de division especifica para este divisor siguiendo lo que se indica en el capitulo: Guiaa la
Division Tradicional. Comenzaremos calculando las siguientes tres divisiones euclidianas:

Creando una tabla de divisidn especifica para 36525
10000036525 200000+36525 300000+36525
Cociente Resto Cociente Resto Cociente Resto
2 26950 5 17375 8 07800

que se pueden resumir en la siguiente tabla de division especializada:

Tabla de dividir por 36525
36525
1/36525>2+26950
2/36525>5+17375
3/36525>8+07800

tabla que también podemos obtener con so6lo la primera division, ya que tenemos:
100000 = 2 x 36525 + 26950
por lo que sumando este resultado a si mismo:
200000 = 4 x 36525 + 43900
pero el resto 43900 es mayor que el divisor 36525, por lo que procede revisar el cociente al alza

200000 = (4 + 1) x 36525 + (43900 — 36525) = 5 x 36525 + 17375

con lo que hemos obtenido la segunda regla: 2/36525>5+17375. Si ahora sumamos de nuevo el re-
sultado de la primera division tendremos:

300000 = (5 + 2) x 36525 + (17375 4 26950) = 7 x 36525 + 44325

donde, nuevamente, el resto supera al divisor y necesitamos revisar al alza

300000 = (7 4 1) x 36525 + (44325 — 36525) = 8 x 36525 + 07800
con lo que ya disponemos de la tercera regla.

Ahora podemos usar esta tabla para hacer divisiones con este divisor sin usar la tabla de multi-
plicar. Por ejemplo: ;Cuantos siglos julianos de 36 525 dias caben en 1 000 000 de dias? Procede-
mos de forma idéntica a la division tradicional por divisores de un solo digito:

S
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1000000+36525
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM
36525 1000000 Regla: 1/36525>2+26950 sobre la columna G
36525 2000000 cambiar 1 en G a 2
+26950 sumar 26950 a H-L
36525 2269500 Regla: 2/36525>5+17375 sobre la columna H
36525 2569500 cambiar 2 en H a 5
+17375 sumar 17375 a I-M
36525 2586875 revisar al alza
+1
-36525
36525 2650350 revisar al alza
+1
-36525
36525 2713825 jHecho! 1000000+36525=27, resto 13825

iY hemos hecho una division por un divisor de cinco digitos sin usar la tabla de multiplicar!

Tablas de division de dos digitos

En el pasado se publicaron tablas de division especificas para todos los divisores entre 11 y 99
[Martzloftf 2006].

Reglas de divisién por dos digitos
11 12 13 14 15 16 17 18 19
1 9+01 8+04 7+09 7+02 6+10 6+04 5+15 5+10 5+05
21 22 23 24 25 26 27 28 29
1 4+16 4+12 4+08 4+04 4+00 3+22 3+19 3+16 3+13
2 9+11 9+02 8+16 8+08 8+00 7+18 7+11 7+04 6+26
31 32 33 34 35 36 37 38 39
1 3+07 3+04 3+01 2+32 2430 2+28 2+26 2+24 2+22
6+14 6+08 6+02 5+30 5+25 5+20 5+15 5+10 5+05
9+21 9+12 9+03 8+28 8+20 8+12 8+04 7+34 7+27
41 42 43 44 45 46 47 48 49
2+18 2+16 2+14 2+12 2+10 2+08 2+06 2+04 2+02
4+36 4+32 4+28 4+24 4420 4+16 4+12 4+08 4+04
7+13 7+06 6+42 6+36 6+30 6+24 6+18 6+12 6+06
9+31 9+22 9+13 9+04 8+40 8+32 8+24 8+16 8+08
51 52 53 54 55 56 57 58 59
1 1+49 1+48 1+47 1+46 1+45 1+44 1+43 1+42 1+41
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3+47
5+45
7+43
9+41
61
1+39
3+17
4+56
6+34
8+12
9+51
71
1+29
2+58
4+16
5+45
7+03
8+32
9+61
81
1+19
2+38
3+57
4+76
6+14
7+33
8+52
9+71
91
1+09
2+18
3+27
4+36
5+45
6+54
7+63
8+72
9+81

3+44
5+40
7+36
9+32
62
1+38
3+14
4+52
6+28
8+04
9+42
72
1+28
2+56
4+12
5+40
6+68
8+24
9+52
82
1+18
2+36
3+54
4+72
6+08
7+26
8+44
9+62
92
1+08
2+16
3+24
4+32
5+40
6+48
7+56
8+64
9+72

3+41
5+35
7+29
9+23
63
1+37
3+11
4+48
6+22
7+59
9+33
73
1+27
2+54
4+08
5+35
6+62
8+16
9+43
83
1+17
2+34
3+51
4+68
6+02
7+19
8+36
9+53
93
1+07
2+14
3+21
4+28
5+35
6+42
7+49
8+56
9+63

3+38
5+30
7+22
9+14
64
1+36
3+08
4+44
6+16
7452
9+24
74
1+26
2+52
4+04
5+30
6+56
8+08
9+34
84
1+16
2+32
3+48
4+64
5+80
7+12
8+28
9+44
94
1+06
2+12
3+18
4424
5+30
6+36
7+42
8+48
9+54

3+35
5+25
7+15
9+05
65
1+35
3+05
4+40
6+10
7+45
9+15
75
1+25
2+50
4+00
5+25
6+50
8+00
9+25
85
1+15
2+30
3+45
4+60
5+75
7+05
8+20
9+35
95
1+05
2+10
3+15
4+20
5+25
6+30
7+35
8+40
9+45
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3+32
5+20
7+08
8+52
66
1+34
3+02
4436
6+04
7+38
9+06
76
1+24
2+48
3+72
5+20
6+44
7+68
9+16
86
1+14
2+28
3+42
4+56
5+70
6+84
8+12
9+26
96
1+04
2+08
3+12
4+16
5+20
6+24
7+28
8+32
9+36

3+29
5+15
7+01
8+44
67
1+33
2+66
4+32
5+65
7+31
8+64
77
1+23
2+46
3+69
5+15
6+38
7+61
9+07
87
1+13
2+26
3+39
4+52
5+65
6+78
8+04
9+17
97
1+03
2+06
3+09
4+12
5+15
6+18
7+21
8+24
9+27

3+26
5+10
6+52
8+36
68
1+32
2+64
4+28
5+60
7+24
8+56
78
1+22
2+44
3+66
5+10
6+32
7+54
8+76
88
1+12
2+24
3+36
4+48
5+60
6+72
7+84
9+08
98
1+02
2+04
3+06
4+08
5+10
6+12
7+14
8+16
9+18

3+23
5+05
6+46
8+28
69
1+31
2+62
4424
5+55
7+17
8+48
79
1+21
2+42
3+63
5+05
6+26
7+47
8+68
89
1+11
2+22
3+33
4+44
5+55
6+66
7+77
8+88
99
1+01
2+02
3+03
4+04
5+05
6+06
7+07
8+08
9+09
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Algunos ejemplos

A continuacién se ofrecen unos pocos ejemplos de tablas especificas con las que puede practicar
el lector antes de obtener sus propias tablas.

Tabla de divisién por 99
99
1+01
2+02
3+03
4+04
5+05
6+06
7+07
8+08
9+09

O O NOUL D WN B

Ejemplo: 980199 =99

9801+99
Abacus Comment
ABCDEFGHI
9801 99 Dividend AD, divisor HI
9891 99 A: Rule 9/99>9+09
9899 99 B: Rule 8/99>8+08
+1 revising up
-99
99 99 Done! No remainder, quotient: 99

Dividir por & es comun en las aplicaciones, estas son las tablas para tres aproximaciones de este nu-
mero irracional.

Tabla de divisién por =
314 31416 3141593
1 3+058 1 3+05752 1 3+0575221
2 6+116 2 6+11504 2 641150442
3 9+174 3 9+17256 3 9+1725663
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Tabla de division por 666:

Tabla de divisién por 666
666

1+334

3+002

4+336

6+004

7+338

9+006

SO Ul WN K

Sin embargo, no es aconsejable dividir por este nimero; los resultados pueden ser impredeci-
bles...

Tabla de division por 365:

Tabla de divisién por 365
365
1/365>2+270
2/365>5+175
3/365>8+080

Este es un nimero mas saludable.

Division "corta" y "larga"

En inglés se suele distinguir entre division corta, cuando el divisor es de una sola cifra, y divi-
sion larga, cuando se trata de divisores con mas de un digito. En el caso de la division tradicional
con el abaco hemos visto que en el primer caso solo tenemos que utilizar la tabla de division; mien-
tras que en el segundo tenemos que utilizar también la tabla de multiplicar para realizar las divisio-
nes. Con el uso de tablas de dividir especificas podemos dividir por cualquier divisor sin utilizar la
tabla de multiplicar y sin importar el nimero de cifras del divisor; por lo que estamos en una situa-
cion semejante a la division corta en este sentido. Podemos, no obstante, hablar también de division
larga en este contexto de las tablas de dividir especificas.

Imaginemos que disponemos de las tabla de division por 365 (dada arriba) porque sea habitual
que tengamos que dividir por dicho nimero; e imaginemos asimismo que nos enfrentemos puntual -
mente a una division por 36525. Como no esperamos tener que hacer muchas divisiones por este
nimero no estamos dispuestos a calcular una tabla de dividir especifica para ¢él. Tenemos dos opcio-
nes para resolver este problema:

* Usar 3 como divisor propiamente dicho, (empleando la tabla de dividir por 3) y
usar 6525 como multiplicador; tal y como se explico en la Guia a la Division Tradicional.

S
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* Usar 365 como divisor propiamente dicho, (empleando la tabla de dividir por 365) y
usar 25 como multiplicador.

Esta tltima forma es una extension del concepto de division larga a las tablas de dividir especifi-
cas y nos permite ahorrarnos algunas multiplicaciones al ser el multiplicador 25 mas corto que
6525. Veamos como realizarla:

Ejemplo: 219150-36525 =6

219150+36525 usando tabla de dividir por 360
Abacus Comment
ABCDEFGHIJKLM Divisor en A-E, dividendo en H-M
36525 219150 H: Regla: 2/365>5+175
36525 519150 Cambiar 2 en H a 5
+175 sumar 175 a IJK
36525 536650 Restar 5x25 de KLM

-10
-25
36525 536525 Revisar al alza H
+1
-36525
36525 6 iHecho! Resto nulo. 219150+36525 = 6

y hemos ahorrado la mitad de las multiplicaciones.

Reglas diagonales

Cabe preguntarse si existe un equivalente a las reglas diagonales: 9/9>9+8, 8/8>9+8, 7/7>9+7,
etc. para estas tablas de dividir especificas. Las reglas diagonales se usan en la division tradicional
multi digito cuando el dividendo empieza por el mismo digito que el divisor siendo menor que éste
(caso 2); por ejemplo: 47+49. La extension del concepto a las tablas especificas es inmediato; por
ejemplo, para la tabla de dividir por 365 tendriamos: 365/365>9+365; regla que podemos usar para
la division de 365213475 por 36525 en la forma:

365213475+36525

Abacus Comment
ABCDEFGHIJKLM Multiplicador en AB, dividendo en E-M
25 365213475 Regla 365/365>9+365
25 365213475 Cambiar 365 en EFG a 900
25 900213475

+365 sumar 365 a FGH
25 936713475 restar 9x25 de HIJ
-18

S



25

25

25

25

25

25

25

25

25

25

25

25

25

-45
936488475
986488475

+080
987288475
-16
-40
987268475
+1
-36525
993615975
998615975
+080
998695975
-16
-40
998693975
+1
-36525
999328725
999828725
+080
999836725
-16
-40
999836525
+1

-36525

9999

Regla 3/365>8+080
Cambiar 3 en F a 8
sumar 080 a GHI
restar 8x25 de IJK

Revisar F al alza

Regla 3/365>8+080
Cambiar 3 en G a 8
sumar 080 a HIJ]
restar 8x25 de JKL

Revisar F al alza

Regla 3/365>8+080
Cambiar 3 en H a 8
sumar 080 a IJK
restar 8x25 de KLM

Revisar G al alza

XVI Tablas de Division Especificas 213

iHecho! Resto nulo. 365213475+36525=9999

Pero dichas reglas diagonales, a decir verdad, ni son estrictamente necesarias ni resultarian de

uso frecuente. Por ejemplo, en el caso de la division anterior es suficiente emplear la regla:
3/365>8+080

365213475+36525

Abacus

Comment

ABCDEFGHIJKLM Multiplicador en AB, dividendo en E-M
25 365213475 Regla 3/365>8+080
25 865213475 Cambiar 3 en E a 8

25

873213475

S
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+080 sumar 080 a FGH
25 873213475 restar 8x25 de HIJ
-16
-40
25 873013475 Revisar E al alza
+1
-36525
25 936488475
etc. Continuar como arriba

Sin que signifique un exceso de trabajo por comparacion a lo hecho arriba. Por otro lado, cuan-
tas mas cifras tenga el divisor propiamente dicho, tanto més infrecuente serd que nos enfrentemos a
un dividendo que comience justamente por los mismos digitos (1/365 de los casos en el ejemplo);
por lo que podemos prescindir de las reglas diagonales si queremos.

Otras lecturas

* Murakami, Masaaki (2020). «Specially Crafted Division Tables» (PDF). E# Abacus:
Mystery of the Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agosto de 2021.


http://totton.idirect.com/soroban/masaaki/Specially%20Crafted%20Division%20Tables.pdf
https://web.archive.org/web/20210801083501/http://totton.idirect.com/soroban/masaaki/Specially%20Crafted%20Division%20Tables.pdf
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XVII  Division por Potencias de 2

Introduccion

Una fraccion cuyo denominador solo contiene 2 y 5 como divisores tiene una representacion de-
cimal finita. Esto permite una division fécil por potencias de dos o cinco si tenemos las fracciones
1/n,2/n,---9/n tabuladas (o memorizadas) donde n es una de tales potencias de dos o cinco.

Por ejemplo, dado
137=1-102+3-10' +7-10°
entonces

137 1-10°+3-10*+7-10° 1 o, 3 | 7T 4
— =102+ =10 + - -10° =
8 8 8 T3 T3

(0.125) - 102 4 (0.375) - 10" + (0.875)10° = 12.5 + 3.75 + 0.875 = 17.125

Lo cual se puede hacer facilmente en el dbaco trabajando de derecha a izquierda del siguiente
modo:

Para cada digito del numerador
* Borrar el digito
* Sumar en el dbaco la fraccion correspondiente al digito de trabajo comenzando por la co-
lumna que ocupaba

137+8 usando fracciones

Abaco Comentario
ABCDEF

--+--- Columna unidad

137 Dividendo 137 en A-C como guia

7 borrar 7 en C

+0875 sumar 7/8 en C-F
130875

3 borrar 3 en B

+0375 sumar 3/8 en B-E
104625
3 borrar 1 en A

+0125 sumar 1/8 en A-D
17125 jHecho!
--+--- Columna unidad

Solo necesitamos tener las fracciones correspondientes tabuladas o memorizadas, como en la ta-
bla a continuacion.

S



216 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

Potencias de dos

En el pasado, tanto en China como en Japon, se utilizaban unidades monetarias y de medida que
estaban relacionadas por un factor de 16 [Williams & Morrison 1856; Kwa 1922; Murakami
2020a], un factor que al comenzar con uno hace que la division normal resulte incomoda. Por esta
razon el método presentado aqui fue popular para tales divisiones.

Tabla de fracciones de potencias de dos
Fracciones de potencias de 2

DD/2 D/4 D/8 D/16 D/32 D/64
1 05 025 0125 0625 03125 015625
2 10 050 0250 1250 06250 031250
3 15 075 0375 1875 09375 046875
4 20 100 0500 2500 12500 062500
5 25 125 0625 3125 15625 078125
6 30 150 0750 3750 18750 093750
7 35 175 0875 4375 21875 109375
8 40 200 1000 5000 25000 125000
9 45 225 1125 5625 28125 140625
1 1 1

Desplazamiento a la izquierda
de la columna unidad

Para las divisiones por 2, 4 y 8 la columna unidad no cambia de posicion, pero para la divisiones
por 16, 32 y 64 se desplaza una columna a la izquierda como vemos en los siguientes ejemplos.
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137/2 137/4 137/8 137/16 137/32 137/64
ABCD ABCDE ABCDEF ABCDEF ABCDEFG | ABCDEFGH| Coment.
-=-+- -=-+-- --+--- --+--- --+---- --t-----
137 137 137 137 137 137
2z Z z Z i 7 Borrar 7 in C
+35 +175 +0875 +4375 +21875 +109375
3 3 3 3 3 3 Borrar 3 in B
+15 +075 +0375 +1875 +09375 +046875
3 3 1 1 31 1 Borrar 1 in A
+05 +025 +0125 +0625 +03125 +015625
--4- -=-4-- --t--- -+---- -+----- - -
0685 03425 017125 085625 0428125 | 02140625
68.5 34.25 17.125 8.5625 4.28125 | 2.140625

"+" indica la posicion de la columna de unidades antes y después de la operacion.

Division por 2 in situ

El caso de la division por 2 es especialmente importante; ya ha sido mencionado como divi-
sion in situ para transformar una divisién por un nimero que comience por uno en una division mas
comoda que empiece por un digito de 5 a 9. También le sera util a la hora de realizar raices cuadra-
das por el método del semi-resto ( *f> JL JL % , hankukuho en japonés, Ban jiujiti fi en chino)
[Siqueira & Heftelfinger 2004] como puede consultar en el capitulo: Raices Cuadradas. Sin duda, es

un método muy eficaz y rapido de dividir entre dos.

Siendo un caso particular de lo explicado en el apartado anterior, para dividir un nimero por
dos in situ:
Procedemos digito a digito de derecha a izquierda en la forma

1. borrando el digito
2. sumando su mitad comenzando con la columna que ocupaba

Por ejemplo,123456789+2:

123456789+2 in situ
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
123456789
9 borrar 9 en I
+45 sumar su mitad en IJ]
1234567845
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8
+40
1234567445
7
+35
1234563945
6
+3
1234533945
5
+25
1234283945
4
+2
1232283945
3
+15
1217283945
2
+1
1117283945
3

borrar 8
sumar su

borrar 7
sumar su

borrar 6
sumar su

borrar 5
sumar su

borrar 4
sumar su

borrar 3
sumar su

borrar 2
sumar su

borrar 1

en H
mitad

en G
mitad

en F
mitad

en E
mitad

en D
mitad

en C
mitad

en B
mitad

en A

en HI

en GH

en FG

en EF

en DE

en CD

en BC

+05
617283945

sumar su mitad AB.

iHecho!

en

Recordemos que la varilla unidad no cambia de posicion tras esta division.

Potencias de cinco y multiplicacion por 2 in situ

Sin duda podriamos repetir aqui el tratamiento anterior con las potencias de 5, dado que sus
fracciones son también de desarrollo decimal finito al ser 5 divisor de 10.

Fracciones de potencias de 5

D D/5 D/25 D/125 D/625
10.20.04 0.008 0.0016
2 0.40.080.016 0.0032
30.60.12 0.024 0.0048
4 0.8 0.16 0.032 0.0064
51.0 0.20 0.040 0.0080
6 1.2 0.24 0.048 0.0096

S



XVII Division por Potencias de 2 219

71.40.28 0.056 0.0112
8 1.6 0.32 0.064 0.0128
9 1.8 0.36 0.072 0.0144

Pero tampoco hay duda de que, en lugar de memorizar nuevas fracciones, es preferible recurrir a
que:

* Dividir por 5 es lo mismo que multiplicar por 2 y dividir por 10

* Dividir por 25 es lo mismo que multiplicar por 4 y dividir por 100

* Dividir por 125 es lo mismo que multiplicar por 8 y dividir por 1000
s etc.

o bien

* Dividir por 5 es lo mismo que multiplicar por 2 y dividir por 10

* Dividir por 25 es lo mismo que multiplicar por 2 dos veces y dividir por 100

* Dividir por 125 es lo mismo que multiplicar por 2 tres veces y dividir por 1000
* etc.

y que multiplicar por 2 in situ es extraordinariamente rapido con el dbaco; s6lo hay que inver-
tir la division por 2 in situ vista arriba:

Trabajando de izquierda a derecha, para cada digito
* Borrar el digito de trabajo
* sumar su doble en el abaco empezando en la columna de su izquierda

61728394.5%x2 in situ

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
617283945
6 Borrar 6 en B
+12 sumar su doble en AB
1217283945
1 Borrar 1 en C
+02 sumar su doble en BC
1227283945
7 Borrar 7 en D
+14 sumar su doble en CD
1234283945
2 Borrar 2 en E
+04 sumar su doble en DE
1234483945
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8 Borrar 8 en F
+16 sumar su doble en EF
1234563945
3 Borrar 3 en G
+06 sumar su doble en FG
1234566945
9 Borrar 9 en H
+18 sumar su doble en GH
1234567845
4 Borrar 4 en 1
+08 sumar su doble en HI
1234567885
5 Borrar 5 en J
+10 Sumar su doble en IJ
1234567890 jHecho!
123456789 61728394.5x2 = 123456789

Estas técnicas podran serle de utilidad para transformar raices cuadradas y cubicas que puedan
comenzar por 1 en otras mas comodas (raices cuadradas y cubicas dependen esencialmente de la di-
vision y esta es incomoda cuando el divisor empieza por 1).
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XVIII  Multiplicacién Tradicional

Introduccion

Como ya se ha indicado en este libro, el &baco no conserva memoria de lo que hemos hecho so-
bre ¢€l, a diferencia del céalculo escrito, por lo que la revision de los calculos para comprobar su co-
rreccion se ha hecho tradicionalmente a través de estos dos recursos:

* Repetir las operaciones y comprobar que nos conducen a los mismos resultados
* Deshacer el trabajo aplicando las operaciones inversas hasta encontrar los operandos de par-
tida
o bien una combinacidon de ambos. Nos centramos aqui en la tltima opcion.
La suma y la resta son operaciones inversas; por ejemplo: 422 4+ 313 = 735 y si ahora restamos
735 — 313 = 422 obtenemos el operando de partida. Sobre el abaco:

Comprobando la suma con la resta
Abaco Comentario
ABC
422
+3 Sumar 313 a ABC
+1
+3
735 Resultado de 422+313
-3 Verificacién restando 313 de ABC
-1
-3
422 Sumando original en su posicion de partida

y, como podemos ver, no solo obtenemos el valor inicial sino que también lo obtenemos en su posi-
cion original. Por ello decimos que suma y resta son operaciones inversas no solo en sentido mate-
matico sino también abacistico.

A su vez, la multiplicacion y la division también son operaciones inversas en sentido matemati-
co; es decir, sia/b = g, r donde g es el cociente de dividir a por by r es el resto, podemos invertir la
operacion en la forma: a = ¢ X b+ r por ejemplo: 4727/72 = 65, 47 donde 65 es el cociente y 47
el resto, y podemos invertir la operacion en la forma 4727 = 65 x 72 4 47. En el dbaco, utilizando
los métodos modernos de division y multiplicacion:

4727+72 usando el método moderno
Abaco Comentario

ABCDEFGHI 4727+72

72 4727 Dividendo:F-I, divisor:AB

S
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72 64727 6 como cociente provisional
-42 restar 6x7=42 de FG
-12 restar 6x2=12 de GH
72 6 407
72 65407 5 como cociente provisional
-35 restar 5x7=35 de GH
-10 restar 5x2=10 de HI
72 65 47 Fin: cociente=65, resto=47
72 65 47 Comprobando por multiplicacidn
+35 sumar 5x7=35 a GH
+10 sumar 5x2=10 a HI
72 65407
72 6 407 borrar F
+42 sumar 6x7=42 a FG
+12 sumar 6x2=12 a GH
72 64727 borrar E
72 4727 jHecho!

y comprobamos también que la multiplicacion y division en el dbaco realizadas de acuerdo al Mé-
todo Moderno son también operaciones inversas en el sentido abacistico al devolvernos el operan-
do original a su posicion de partida.

Notese la posicion relativa de los operandos y los resultados utilizando el método moderno:

Posicidén relativa de operandos y resultados (método moderno)
Abaco Comentario

ABCDEFGHI 4727+72

72 4727 Divisor y dividendo

72 65 47 Divisor: AB, cociente: EF, resto: HI

Ahora intentemos lo mismo con el método tradicional de division (TD) y el arreglo de division
tradicional (TDA).

4727+72, Divisién tradicional y disposicién tradicional (TDA)
Abaco Comentario
ABCDEFGHI 4727+72
72 4727 Dividendo:F-I, divisor:AB
72 5227 Regla: 4/7>5+5 (jdesbordamiento!)
-10 Restar 5x2=10 de GH
72 5127
+1 Revisar al alza F
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-72 Restar 72 de GH
72 6407
72 6557 Regla: 4/7>5+5
-10 Restar 5x2=10 de HI
72 6547 Fin: cociente=65, resto=47

ahora la posicion relativa de los operandos y los resultados es diferente:

Posicidén relativa de operandos y resultados (método tradicional)
Abaco Comentario

ABCDEFGHI 4727+72

72 4727 Divisor y dividendo

72 6547 Divisor: AB, cociente: FG, resto: HI

Si queremos revertir la operacion por multiplicacion no podemos usar la multiplicacion moder-
na, necesitamos suprimir una columna durante la multiplicacién. Una forma de proceder podria ser
esta:

1. Memorizar el digito del multiplicando a usar
2. Borrarlo
3. Sumar los productos parciales

de este modo:

Invirtiendo la divisién tradicional con TDA
Abaco Comentario
ABCDEFGHI
72 6547 Reversion por multiplicacién
72 6 47 Borrar G y recordar 5
+35 Sumar 5x7=35 a GH
+10 Sumar 5x2=10 a HI
72 6407
72 407 Borrar F y recordar 6
+42 Sumar 6x7=42 a FG
+12 Sumar 6x2=12 a GH
72 4727 jHecho!

y también hemos revertido la operacion y devuelto el abaco a su estado original. De esta forma se
procede exactamente igual que con la multiplicacion moderna, previamente liberando y reutilizando
el espacio que ocupa el digito en uso del multiplicando. Sin embargo, memorizar y mantener algo
en la memoria mientras se trabaja con el dbaco abre una puerta a cometer errores y es deseable mi-
nimizar esta posibilidad tratando de mantener el digito en la memoria durante el menor tiempo posi-
ble. Esto se logra alterando el orden en el que sumamos los productos parciales:

S
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Introduciendo la multiplicacién tradicional
Abaco Comentario
ABCDEFGHI
72 6547 Reversién por multiplicacidn
+10 Sumar 5x2=10 a HI
+35 Borrar G y sumar 5x7=35 a GH
72 6407
+12 Sumar 6x2=12 a GH
+42 Borrar F y sumar 6x7=42 a FG
72 4727 jHecho!

Como podemos ver, hemos retrasado el borrado del digito en uso hasta el tltimo momento posible.
Esta es la base del método tradicional de multiplicacion.

Método de multiplicacion tradicional

El método tradicional de multiplicacion se introdujo por primera vez utilizando varillas de cal-
culo [Volkov 2018] y la mejor manera de presentarlo al abacista moderno es considerar que un mul-
tiplicador de varios digitos consta de una cabeza (el primer digito de la izquierda) y un cuerpo (el
resto de los digitos); por ejemplo: 4567X23, considerando 4567 como el multiplicador, su cabeza es
4 y el cuerpo 567. Entonces, para cada digito del multiplicando (de derecha a izquierda):

* proceder como en la multiplicacién moderna con el producto del digito del multiplicando
por el cuerpo del multiplicador

* después borrar el digito del multiplicando en uso y sumar su producto por la cabeza del mul-
tiplicador a la columna que se acaba de liberar y la adyacente a su derecha

4567x23 Método tradicional

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKL Multiplicando:FG, Multiplicador: A-D
4567 23 Cabeza: A (4), Cuerpo: BCD (567)

+15 Sumar 3x5=15 a IJ
+18 Sumar 3x6=18 a JK
+21 Sumar 3x7=21 a KL
+12 Borrar H y sumar 3x4=12 a HI
4567 213701
+10 Sumar 2x5=10 a HI
+12 Sumar 2x6=12 a IJ
+14 Sumar 2x7=14 a JK
+08 Borrar G y sumar 3x4=12 a GH
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4567 10F041 jHecho!

donde el resultado 10F041 se obtiene si usa la 5* cuenta inferior, 105041 de otro modo.

Pero las cosas no siempre son tan sencillas como en el ejemplo anterior; si tanto el multiplican-
do como el multiplicador contienen digitos altos (7, 8, 9), es posible que tengamos problemas de
desbordamiento y debamos solucionarlos, como en el caso 999X999 = 998001:

999x999 Multiplicacidén tradicional

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK Multiplicando:A-C, Multiplicador: I-K
999 999 Cabeza: I (9), Cuerpo: JK (99)

+81 Sumar 9x9=81 a DE

+81 Sumar 9x9=81 a EF

+81 Borrar C y sumar 9x9=81 a CD
998991 999
+81 Sumar 9x9=81 a CD
+81 Sumar 9x9=81 a DE
+81 Borrar B y sumar 9x9=81 a BC
988901 999 (jdesbordamiento!)
+81 Sumar 9x9=81 a BC
+81 Sumar 9x9=81 a CD
+81 Borrar A y sumar 9x9=81 a AB

888001 999 (jdesbordamiento doble!)
998001 999 Resultado normalizado, jHecho!

Lo més conveniente, como en el caso de la division, es disponer de cuentas superiores adiciona-
les, es decir, de un abaco tipo 5+2 o 5+3 si se es suficientemente afortunado. Con el 5+2 alcanzaria-
mos el resultado:

Resultado de 999)(999 antes de la normalizaci(m

ABCD F G H

IITITIIII
§§§§§§§§§§§

8 18 18 0 0 O 6 9 9 9

que sera preciso normalizar o estandarizar para su lectura a:
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Resultado de 999)(999 después de la normalizaci()n
A B C D F G H

HTTH

223 S22
9 9 8 0 0 O 0 9 9 9

Para los dbacos 4+1 y 5+1, puede ser mejor usar la alternativa descrita en la seccion anterior, bo-
rrando el digito de trabajo del multiplicando al principio (o cuando sea necesario) para tener espacio
para albergar los resultados parciales; por ejemplo:

999x999 Multiplicacidon tradicional para el 4+1 o 5+1
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK Multiplicando:A-C, Multiplicador: I-K
999 999

+81 Borrar C, recordar 9 y sumar 9x9=81 a (D
+81 Sumar 9x9=81 a DE
+81 Sumar 9x9=81 a EF
998991 999
+81 Borrar B, recordar 9 y sumar 9x9=81 a BC
+81 Sumar 9x9=81 a CD
+81 Sumar 9x9=81 a DE
998901 999
+81 Borrar A, recordar 9 y sumar 9x9=81 a AB
+81 Sumar 9x9=81 a BC
+81 Sumar 9x9=81 a CD

908001 999 jHecho!

Ejercicios propuestos

Mientras que la division tradicional supone un enfoque radicalmente diferente de la operacion
por comparacion a la division moderna, la multiplicacion tradicional s6lo supone una adaptacion de
las las habilidades adquiridas con la multiplicaciéon moderna a una nueva disposicion de la opera-
cion sobre el abaco.

No es necesario, por tanto, ofrecer una larga serie de ejercicios para esta forma de multiplicar;
pero si es necesario que el lector practique el uso de las cuentas adicionales si dispone de un abaco
5+2 ya que la multiplicacion puede presentar algo mas de complicacion que la division en este as-
pecto. Aparte del caso visto arriba de 999x999=998001, el lector deberia practicar su version corta
99x99=9801 y la larga 9999x9999=99980001; asi como los dos ejercicios tradicionales derivados
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898x989=888122 usando uno u otro niimero como multiplicando. En general, deberia proponerse
ejercicios que contengan digitos altos (7, 8, 9).

Multiplicacion tradicional y la columna unidad

Puesto que en la multiplicacion tradicional hemos suprimido una columna por comparacion a la
multiplicacion moderna, la regla para encontrar la columna unidad queda en la forma:

La columna de las unidades del producto se encuentra n colum-
nas a la derecha de la columna de las unidades del multipli-

cando; donde n es el nimero de digitos del multiplicador a la
izquierda de su punto decimal (jque podria ser negativo!).

Comparese con la dada en el capitulo sobre la Multiplicacion Moderna.

Colofon: ;Cuantos métodos de multiplicacion hay?

Tomemos un ejemplo: 345 x 6789. Hacemos esta multiplicaciéon sumando los 12 productos par-
ciales que resultan de la expansion:

345 x 6789 = (300 + 40 + 5) x (6000 + 700 + 80 + 9) = 300 x 6000 + 300 x 700 4 --- + 5 x 9
Es decir, todos los productos enumerados en esta tabla:

Productos parciales de 345x6789
X 6000 700 80 9

300 1800000 210000 24000 2700
40 240000 28000 3200 360
) 30000 3500 400 45

o bien:

Productos parciales de 345x6789

X 6-10% 7-102 8-10' 9-10°
3-102 18-10° 21-10* 24-10% 27-10?
4-10' 24-10* 28-10% 32-10% 36- 10!
5-10° 30-10% 35-10% 40-10' 45-10°

donde los productos parciales estan expresados como productos que obtenemos usando la tabla de
multiplicar de un digito y determinadas potencias de 10 que nos indican en qué posicién decimal
(columna) debemos sumar dichos productos.

Pero estos 12 productos se pueden sumar en cualquiera de las 12! (12 factorial)
=1x2x3x---x12=479001600 formas de ordenarlos, por lo que podriamos decir que hay, al
menos, casi 500 millones de formas de calcular el producto de los dos numeros dados.
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Esta claro que, de esta inmensa cantidad de formas de sumar secuencialmente productos parcia-
les, solo unas pocas pueden ser generadas y seguidas de manera eficiente y segura por el cerebro
humano. Pero estas pocas siguen siendo muchas ... sobre todo si pensamos que también podemos
elegir si introducir o no multiplicando y multiplicador en el abaco y por donde empezar a sumar los
productos parciales con respecto a dichos operandos. En el capitulo Métodos Especiales de Multi-
plicacion veremos algunas formas adicionales de multiplicar.

Otras lecturas

* Kojima, Takashi (1963). «lll Other multiplication methods». Advanced Abacus: Theo-
ry and Practice. Tokyo: Charles E. Tuttle Co., Inc.. ISBN 978-0-8048-0003-7.

¢ Totton Heffelfinger (2004). «Traditional Multiplication techniques for Chinese Suan
Pan - The Extra Bead and the Suspended Bead». E#§& Abacus: Mystery of the Bead.
Archivado desde el original, el 1 de Agosto de, 2021.

e Totton Heffelfinger (2013). «Suan Pan and the Unit Rod - Multiplication». &H#€ Aba-
cus: Mystery of the Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agosto de, 2021.
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XIX Raices

Introduccion

La obtencion de raices cuadradas y cubicas son las operaciones mas
complejas estudiadas dentro de la Aritmética Elemental. El 4baco
oriental se presta muy bien a la obtencion de raices cuadradas mediante
un procedimiento directo y eficiente; pero lamentablemente no se pue-
de decir lo mismo respecto de la obtencion de raices cubicas que, si
bien son posibles, requieren un camino tortuoso, lleno de idas y veni-
das, y muy propenso a errores.

Cargill Gilston Knott (1856 - 1922), uno de los padres de la sismo-
logia moderna, fue un fisico y matematico escocés que sirvié durante
nueve afios como profesor de matematicas, acustica y electromagnetis-
mo en la Universidad Imperial de Tokio; tras lo cual fue condecorado
con la Orden del Sol Naciente por el Emperador Meiji en 1891. Duran-
te su estancia en Japon entré en contacto con el dbaco japonés que es-  Cargill Gilston Knott
tudié en profundidad y sin duda utilizé profesionalmente en su propio
trabajo como profesor e investigador. El resultado de su estudio fue un famoso articulo de 55 pagi-
nas [Knott 1886] escrito en 1885 que durante mucho tiempo ha sido el relato mejor informado en
inglés, asi como referencia obligada, sobre la historia y los fundamentos del soroban; la vision de un
cientifico y matematico occidental.

Capitulos

Los dos capitulos siguientes de este libro:

¢ Raices Cuadradas
¢ Raices Cubicas

desarrollan y amplian la vision de Knott sobre los métodos tradicionales de obtencidon de raices;
constando de una introduccién tedrica seguida de una descripcion del procedimiento de calculo y
una serie de ejemplos.

Posteriormente, si desespera con el método tradicional de obtener raices cubicas... lo cual es fa-
cil que ocurra, en la seccion Técnicas Avanzadas encontrara el capitulo: Método de Newton para
Raices Cuadradas, Cubicas y Quintas con una forma mucho mas eficiente y sencilla de obtener
raices cubicas.
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Comprobando sus ejercicios

Obtener raices cuadradas y cubicas con el abaco puede ser un proceso algo largo y durante la
fase de aprendizaje es interesante disponer de una herramienta que nos permita controlar si lo esta-
mos haciendo correctamente.

Raices cuadradas

Para raices cuadradas, puede probar el excelente Tutor de raiz cuadrada con Kijoho de Ma-
saaki Murakami, una aplicacion en JavaScript que puede ejecutar directamente en su navegador o
bien descargarlo a su computadora desde su repositorio en GitHub. Sélo ha de ingresar el radicando
en el pequeio cuadro de entrada de la izquierda y presionar repetidamente el boton "NEXT" en la
pantalla, o la tecla "RETURN", para asistir al desarrollo del proceso paso a paso.

Raices cubicas

Desafortunadamente, no tenemos nada parecido al software anterior para raices cubicas, pero
puede utilizar el siguiente codigo BC que también puede serle 1til con las raices cuadradas.

Archivo knott.bc

Copie y pegue lo siguiente en un archivo de texto llamado: knott.bc:

/*
Functions to help to learn/verify square and cube roots a la Knott
with the abacus, soroban, suanpan.

See: https://jccabacus.blogspot.com/2021/06/roots-la-knott.html
as a reference.

Jesus Cabrera, June 2021
CCO 1.0 Universal (CCO 1.0) Public Domain Dedication

Use at your oun risk!
*/

define int(x)

{

# Integer part of x

auto os,r
os=scale; scale=0


https://es.wikipedia.org/wiki/bc_(lenguaje_de_programaci%C3%B3n)
https://github.com/mmurak/SquareRootByHalfSquareWithKijoho
https://mmurak.github.io/SquareRootByHalfSquareWithKijoho/sqrtWithKijoho.html
https://es.wikipedia.org/wiki/JavaScript
https://github.com/mmurak
https://github.com/mmurak

r=x/1
scale= os
return (r)

define cbrt(x)

{

# Cube root of x

}

return (e(1(x)/3))

define knott2(r@, y0, alpha)

{

/*

*/

Square root following Cargill G. Knott steps

See example of use in file sr200703.bc
use: $ sr200703.bc |bc -1 knott.bc

auto so, div

so = scale; /* Store old scale value */
scale =1

a = 10*y0

div = 100*r0@ + alpha/2

print "New dividend: ",div/1,"\n"
b = int(div/(a))

tf = div -b*a -b"2/2

if (tf<0){
b=b-1;print "Revising down, b = ",b, "\n"
tf = div -b*a -b"2/2
}
print "New root: ", a+b,", New half-remainder:
print "\n \n\n"

scale = so; /* restore old scale value */

return

S
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define knott3(r@, y0, alpha)
{

/*
Cube root following Cargill G. Knott steps

See example of use in file cr488931400152.bc
use: $ cat cr488931400152.bc |bc -1 knott.bc

Y
auto so, div, ta, tb, tc, td, te

so = scale; /* Store old scale value */
scale = 0

a = 10*y0
div = 1000*r0 + alpha

print "New dividend: ",div,"\n\n"

ta = div/y0; reml = div % y0

print "a) /a: ", ta, " reml: ", reml, "\n"
tb = (10*ta)/3; rem2 = (10*ta) % 3
print "b) /3: ", tb, " rem2: ", rem2, "\n"
b = tb/(100*a)
print " b=",b,"\n"
tc = tb - b*(a+b)*100
print "d) : ", tc,"\n"
b = tb/(100*(a+b))
print " b=",b,"\n"
tc = tb - b*(a+b)*100
print "d) : ", tc,"\n"
if(b==10){
/* Trick to avoid some problems */
b =29

print "b: ",b,"\n"
tc = tb - b*(a+b)*100
print "d) tc: *,tc,"\n"
}
td = tc*3 +rem2
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print "e) *3: ", td,"\n"
te = (td/10)*y0 +reml
print "f) *a: ",te,"\n"

tf = te - b3

print "g) -b”3: ",tf,"\n"

print "\nNew root: ", (a+b)," New remainder: ",tf,"\n\n"
print " =\n\n"

scale = so; /* restore old scale value */

return

Fichero: sr200703.bc

Contiene ejemplo de raiz cuadrada (1/200703). Copie el siguiente texto y péguelo en un fichero
de texto con el nombre sr200703.bc; uselo de acuerdo a las instrucciones contenidas en el propio fi-
chero.

/*
Example: square root of 200703
Use:
$ cat sr200703.bc |bc -1 knott.bc
or
$ bc -1 knott.bc < sr200703.bc
*/
print "\nSquare root of ", 200703, " =", sqrt(200703), "\n\n"
/*
Decompose in pairs of digits (will be alpha): 20, 07, 03
Initialize (first step)
*/
alpha = 20

b = int(sqrt(alpha))
ro = alpha - b"2
a=20

tf = ro/2
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print "First root: ", b, ", First half-remainder: ", tf, "\n"
print " =\n\n"
/*
Main:
Repeat for each pair of digits (alpha)...
*/
alpha =07
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
alpha =03
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
/*
For additional digits continue with alpha = 00
*/
alpha =00
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
alpha =00
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
alpha =00
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
alpha =00
mute=knott2(tf, a+b, alpha)
Salida:

Square root of 200703 = 447.99888392718122931160

First root: 4, First half-remainder: 2.00000000000000000000

New dividend: 203.5
Revising down, b = 4

New root: 44, New half-remainder: 35.5

New dividend: 3551.5
Revising down, b =7

New root: 447, New half-remainder: 447.0
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New

dividend: 44700.0

Revising down, b =9

New

root: 4479, New half-remainder: 4429.5

New
New

dividend: 442950.0
root: 44799, New half-remainder: 39799.5

New
New

dividend: 3979950.0
root: 447998, New half-remainder: 395998.0

New
New

dividend: 39599800.0
root: 4479988, New half-remainder: 3759928.0

Fichero cr488931400152.bc

Contiene ejemplo de raiz clibica (v/488931400152). Copie el siguiente texto y péguelo en un fi-
chero de texto con el nombre cr488931400152.bc; tselo de acuerdo a las instrucciones conteni-
das en el propio fichero.

/*
Example: cube root of 488931400152
Use:
$ cat cr488931400152.bc |bc -1 knott.bc
or
$ bc -1 knott.bc < cr488931400152.bc
&
print "\nCube root of ", 488931400152, " = ", cbrt(488931400152), "\n\
nll
/*

Decompose in triplets (will be alpha): # 488, 931, 400, 152

Initialize (first step)

S
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*/
alpha = 488
b = int(cbrt(alpha))
ro = alpha - b"3
a=0
tf = ro
print "First root: ", b, ", First remainder: ", r0, "\n"
print " =\n\n"
/*
Main:
Repeat for each triplet (alpha)...
*/
alpha = 931
mute = knott3(tf, a+b, alpha)
alpha = 400
mute = knott3(tf, a+b, alpha)
alpha = 152
mute = knott3(tf, a+b, alpha)
/*
For additional digits continue with alpha = 000
*/
Salida:

Cube root of 488931400152 = 7877.99999999999999999871

First root: 7, First remainder: 145

New dividend: 145931

a) /a: 20847 reml: 2

b) /3: 69490 rem2: 0
b=29

d) : -1610



b=8

d) : 7090
e) *3: 21270
f) *a: 14891
g) -b*3: 14379

New root: 78 New remainder:

New dividend: 14379400

a) /a:
b) /3:
b =

d) :
e) *3:
f) *a:
g) -b"3:

New root:

1
6
7
6
7
6
1
1
1

84351 reml: 22
14503 rem2: 1

3603
3603
90810
488340
487997

787 New remainder:

New dividend: 1487997152

a) /a:
b) /3:
b =

1
6

© © ©® o ®

5

890720 reml: 512
302400 rem2: 0
12

14379

1487997

: 7878 New remainder: 0
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XX Raices Cuadradas

Teoria

Sea x el nimero del que queremos obtener la raiz cuadrada y = /x; Consideremos su expan-
sion decimal, por ejemplo: = = 456.7890123 y separemos sus digitos en grupos de dos alrededor
del punto decimal de la siguiente manera:

x = 456.7890123 =4 -56.78 -90-12-30-00-00- - -
0, en otras palabras, definamos la secuencia de numeros enteros «;:
a1 =4,a0 =56,a3 =78, a4 = 90,5 = 12, a6 = 30,7 = 00, - - -
y construyamos la secuencia x; recursivamente desde zg = 0
x; = 100z;—1 + oy
y sea y; la parte entera de la raiz cuadrada de x;

yi = [V,

es decir, y; es el entero mas grande cuyo cuadrado no es mayor que x;. Finalmente, llamemos restos
a las diferencias

Para nuestro ejemplo tenemos:

Q5 T Yi T
0 0 0
4 4 2 0
56 456 21 15

78 45678 213 309

90 4567890 2137 1121

12 456789012 21372 26628
etc.

u B~ WN PP O .

Vemos que, por construccion, x; crece como 10%* (dos digitos mas en cada paso), de hecho, la
secuencia x; - 10472 es decir: (0, 400, 456, 456.78, 456.7890, etc.) tiende a x (z; - 1072 — z) o
T = (limi_mo ;- 104_2i). Por comparacion, y;, como la parte entera de la raiz cuadrada de z;, cre-

ce s6lo como 10° (un digito mas en cada paso). Como y; es el entero mas grande cuyo cuadrado no
es mayor que z; tenemos 7; = x; — y> > 0 como arriba pero

zi— (yi+ 1) =z —y; =2y, —1 <0
por definicion de y;, o

ri =1 —y; <2y +1

S
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Multiplicando por 10*~2¢ tenemos:
x; - 10472 — (y; - 102792 < (2 4 1) - 10472
pero como ; crece sélo como 10%, el segundo término tiende a cero como 10~% Con lo cual
x; - 10472 — (y; - 102792 = 0
y x; - 10472% — 7 con lo que tenemos:
yi - 107" sy =V

Para otros nimeros, los factores anteriores son: 102*~2¢y 10*?, donde % es el nimero de grupos
de dos digitos a la izquierda del punto decimal, negativo si el punto decimal precede grupos nulos
antes de encontrar el primer grupo no nulo (por ejemplo, k = —1 para x = 0.00456, k = —2 para
x = 0.00000456, etc.).

Esta es la base de los métodos manuales tradicionales de obtener raices cuadradas; sea con papel
y lapiz o con é&baco.

Procedimiento

Comenzamos cont =0, xg =0, yo =0, 79 = 0.

Primer digito
Tabla de cuadrados

b b?
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25
6 36
7 49
8 64
9 81

Parai = 1y x; = a4, es trivial encontrar y; tal que su cuadrado no exceda x; mediante el uso de
la tabla de cuadrados de arriba que ya tenemos memorizada, dado que es solo un subconjunto de
la tabla de multiplicar. En el caso del ejemplo, encontramos y; = 2.

Digitos siguientes

Para ¢ > 1, tenemos z; = 100x;_; + «;, como definimos arriba, y tratamos de construir y; en la
forma:

yi = 10y;—1 + b
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donde b es un entero de un digito de 0 a 9. Para obtenerlo, tenemos que elegir el mayor entero de 0 a
9 tal que:

T — yi2 =x; — (10y;—1 + b)2 <0

z; — (a+0)*<0
si escribimos: a = 10y;_. Desarrollando el binomio anterior tendremos:
x; —a® — 2ab — b* = 1002;_1 + a; — (10y;_1)* — 2ab — b* < 0
o lo que es lo mismo
1007;_1 + a; > 2ab + b* = (2a + b)b = (20y;_1 + b)b

El lado izquierdo de la expresion anterior puede verse simplemente como el resto anterior con el
siguiente grupo de dos digitos agregado a su derecha, y el paréntesis del tltimo término como el do-
ble de la raiz anterior con el digito b agregado a su derecha. En nuestro ejemplo, para ¢ = 2 tenemos
56 a la izquierda y la expresion anterior es

56 > (40 + b)b

lo cual s6lo es cierto parab = 0 0 b = 1 por lo tanto, 1 es la siguiente cifra de nuestra raiz, pero {Co-
mo podemos proceder en el caso general sin tener que explorar sistematicamente todas las posibili-
dades (b =0,1,---,9)?

Aqui, Knott [1886] distingue dos enfoques diferentes:

* Preparar el divisor
* Preparar el dividendo

que exploramos a continuacion.

Preparar el divisor
Esto se corresponde con la expresion anterior:

1007;—1 + a; > (20y;—1 + b)b

y es la estrategia que se suele utilizar con papel y lapiz y también se puede implementar, por su-
puesto, sobre el abaco. En la expresion anterior, si vemos la parte izquierda como dividendo y la ex-
presion entre paréntesis de la derecha como divisor, b es el primer digito de la division:

b= (1007‘1‘_1 + ai)/(QOyi—1 + b)
pero como aun no conocemos b, aproximamos la divisién usando solo la parte principal del divisor
b= (1007"1'_1 + Ozz)/(ZOyZ_l)

lo cual nos da una pista de cual podria ser el valor de b, pero necesitamos:
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1. Verificar que el valor asi obtenido sea correcto o, en su caso, corregirlo al alza o a la baja se-
gun sea necesario.
2. Obtener el nuevo resto para preparar el calculo del siguiente digito de la raiz.

Ambos pasos requieren restar (20y;_1 + b)b; es decir, 20y;_1b y b% de 100r;_; + «;; compro-
bando que el resultado no es negativo y es menor que 2y; + 1 (de lo contrario, tendriamos que revi-
sar b al alza o a la baja). Tras sustraer estas dos cantidades en las condiciones indicadas, lo que nos
queda es el nuevo resto r;. Cabe sefalar que, a medida que avanzamos en los célculos (¢ aumentan-
do) b es una contribucion cada vez mas pequeiia al divisor (20y;_1 + b); por lo que el proceso indi-
cado arriba se parecerd cada vez mas a una mera division.

Este es el método propuesto por Takashi Kojima en su segundo libro: Advanced Abacus - Theo-
ry and Practice [Kojima 1963], y que puede ver descrito en Square roots as solved by Kojima
[Heffelfinger 2003] en la web de Totton heffelfinger, Obras a las que se remite al lector para expli-

caciones y ejemplos practicos. Veamos aqui como se podria iniciar el calculo en nuestro ejemplo:
x = 456.7890123

Preparando el divisor; primeros tres digitos de /456.7890123;

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
4567890123 E1l radicando empieza en CD (primer grupo)

2 Primer digito de la raiz en B
-4 Restar el cuadrado de B del primer grupo

2 567890123
4 567890123
41 567890123
-4
-1
41 157890123
42 157890123
42 157890123
423157890123
-12
-06
-09
423 30990123
426 30990123
426 30990123
etc.

Resto nulo

Doblar B. Agregar el siguiente grupo (56) al resto
5/4=1, probar 1 como siguiente digito de la raiz
Continuar la divisidén por 41, restar 1x41 de EF

15 nuevo resto

Doblar el segundo digito de la raiz

Unir el siguiente grupo (78) al resto

157/42=3, probar 3 como siguiente digito de la raiz
Continuar la divisidén por 423, restar 3x423 de E-H

309 nuevo resto
Doblar el tercer digito de la raiz
Anadir el siguiente grupo (90) al resto

S
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Como puede verse, el doble de la raiz va apareciendo a la izquierda del dbaco en sustitucion del
radicando/resto y los grupos de dos digitos sin usar. Esto es contrario a lo que ocurre con el resto de
operaciones elementales sobre el abaco, donde el resultado buscado —no su doble— reemplaza
al operando (o a uno de ellos). Esto puede haber sido una razon para que el método tradicional-
mente preferido para obtener raices cuadradas haya sido el de preparar el dividendo, donde veremos
que la raiz aparece directamente sobre el d&baco y no su doble; pero en realidad existe otro motivo,
de indole practica, mucho mas poderoso y que comentaremos mas abajo, en la Conclusion de este
capitulo.

Cabe mencionar aqui que el abaco neperiano contaba con una tablilla especial rotulada N2 para
ayudar en el célculo escrito de raices cuadradas. En la figura de la derecha podemos ver el abaco
configurado para obtener la tercera cifra de la raiz del ejemplo, donde las varillas 4 y 2 representan
el doble de la raiz obtenida previamente. Podemos ver que para N = 3, la cantidad a sustraer del res-
to es 1269 que "cabe" en el resto 1578; pero que para N = 4, la cantidad 1696 no cabria, lo cual in-
dica que la siguiente cifra de la raiz es efectivamente un 3.

N 4 2 N?
1040201

8 4 4

XN B WN

2 6 4
9 3 1 8
6 8 1

Abaco neperiano dispuesto para ayudar con el tercer digito de la raiz del ejemplo
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Preparar el dividendo

Tabla de semi cuadrados
b b?/2
1 0.5
2 2
3 4.5
4 8
5 12.5
6 18
7 24.5
8 32
9 40.5

Partimos de nuevo de la expresion:
1007;_1 + o > (20y;—1 + b)b = 20y;_1b + b*
dividiéndola por 2
(100751 + a;)/2 > 10y;_1b + b*/2

Esta expresion modificada nos permitira obtener directamente en el dbaco la raiz cuadrada (no su
doble) siguiendo practicamente el mismo procedimiento anterior, sin mas que mantener en nuestro
instrumento los restos y grupos de dos digitos sin usar divididos por 2. Como se puede ver en la ex-
presion anterior, despreciando el término b?/2 obtenemos una estimacion de b simplemente divi-
diendo el semi resto extendido: (1007;_1 + «;)/2 por la raiz anterior y; _; (de hecho,10y;_1); tras lo
cual, necesitamos nuevamente:

1. Verificar que el valor asi obtenido sea correcto o, en su caso, corregirlo al alza o a la baja se-
gun sea necesario.
2. Obtener el siguiente semi resto para preparar el calculo del siguiente digito de la raiz.

Esto se hace restando 10y;_1b asi como b?/2 del semi resto, para lo cual es conveniente memorizar
la tabla de semi cuadrados de la derecha, comprobando que no obtenemos resultados negativos y
que no podriamos revisar b al alza.

Afortunadamente, dado que 2 es un divisor de nuestra base (10), las fracciones decimales de la
tabla de semi cuadrados tienen una expresion finita; lo que no sucedera cuando intentemos extender
este procedimiento a raices cubicas y tengamos que tratar con tercios de cubos. Segin Knott, esto
hace que las raices ctibicas sean un problema que no se adapta bien al tratamiento con abaco.

Ejemplos
Aqui se presentan tres ejemplos; para ver ejemplos adicionales consulte el apartado Otras lectu-
ras y especialmente el de Recursos externos a continuacion.
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Raiz cuadrada de 961

En este ejemplo tenemos dos grupos de dos cifras: 09 y 61. El primer grupo nos informa que el
primer digito de la raiz es 3.

Hay dos formas de comenzar en el abaco con las raices cuadradas:

* Alineando los grupos a la izquierda desde la columna B y usando la division tradicional para
obtener el semi-resto.

A B C

?‘"’3

i ii

© 9 ©

Esta es la forma que aparece en libros antiguos y también la utilizada en el Tutor de raiz cua-
drada de Murakami con Kijoho (véase Recursos externos mas abajo).

Usando division tradicional para obtener el semi resto
Abaco Comentario
ABCDE

0961 Alinear el radicando con B
30961 Poner el primer digito de la raiz en A

-9 restar el cuadrado del primer digito de la raiz (9)
30061

30305 Dividir el resto B-E por 2 (divisidén tradicional)

* Alinear los grupos a la izquierda del dbaco desde la columna A y usar la division Divisién por
2 in situ para obtener el semi resto.

A B C

-
$443:

iii

O 9 6

S
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Esta forma es algo mas rapida

Usando divisién in situ

Abaco Comentario

ABCDE

0961 Alinear el radicando con A

-9 Restar el cuadrado del primer digito de la raiz (9)
0061

0305 Divisién in situ por 2 del resto
30305 Anotar el primer digito de la raiz en A

A partir de aqui coincide el estado del dbaco y podemos continuar:

Continuacién
Abaco Comentario

ABCDE
30305
+1 Dividir el semi resto B-E por 3. (revisar B al alza)
-3
31005
-05 restar b"2/2 =0.5 de D
31000 Semi resto nulo, jHecho! La raiz es 31
31 La raiz es 31

Raiz cuadrada de 998001

Abaco Comentario
ABCDEFG

998001 Radicando en A-F
-81 Restar 972=81 de primer grupo en AB
188001

940005 Dividir el resto por 2 in situ in situ
9940005 Entrar el primer digito de la raiz (9) en A
9930005 B: Regla: 9/9>9+9

-405 Restar 972/2=40.5 de D
9989505
9987505 C: Regla: 8/9>8+8

-72 Restar CxB=72 de DE
9987305 Revisar C al alza
+1



-99
9990405
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-405 Restar 972/2=40.5 from F
9990000 El resto es 0. jHecho!
999 Raiz: 999

Raiz de 456.7890123

Nuestro ejemplo anterior ...

Primeros 4 digitos de /456.7890123 = 21.3726229 - - -

Abaco
ABCDEFGHIJKL

04567890123

-4
567890123
2839450615
2 2839450615
+1
-2
-05
21 789450615
+3
-6
-3
-45
213154950615
213554950615
-5
-15
213548450615
+2
-426
213705850615
-245
21370560F615
etc.

Comentario

Radicando con los pares de digitos alineados en AB,
CD, etc.

Restar 272 del primer grupo

Dividir por 2 el resto y los demas pares de digitos
Escribir la primera cifra de la raiz en A

Dividir BCD por A (revisar al alza B)

Restar B"2/2=0.5 de D

Dividir CDEF por AB (revisar al alza C tres veces)

Restar C"2/2=4.5 de F

Dividir DEFGH por ABC. D: Rule 1/2>5+0
Restar DxB=5 de EF
Restar DxC=15 de FG

revisar al alza D dos veces
Restar 772/2=24.5 de H

Raiz hasta ahora: 21.37
etc.

La raiz 2137... ( de hecho, 21.37...) va apareciendo a la izquierda. En este punto, si divide E-L
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(semi resto y demas digitos) por A-D (la raiz hasta ahora) obteniendo 4 cifras del cociente (tantas
como actualmente tiene la raiz) tendré los digitos: 2623; es decir, aproximadamente las siguientes
cuatro cifras de la raiz (21.372623). Vea el capitulo: Operaciones Abreviadas para detalles.

Usando el método moderno

Por supuesto es posible obtener las raices cuadradas siguiendo la estrategia de preparar el divi-
dendo haciendo uso de la division moderna (MD) y de la disposicion moderna de la division
(MDA) [Siqueira & Heffelfinger 2004]; s6lo hay que dejar una columna adicional a la izquierda del
radicando para ello. Por ejemplo:

D

IT"'_-TTTTT

T IET

Raiz cuadrada de 998001; division moderna con MDA

Abaco Comentario
ABCDEFGH
998001 Radicando alineado en B-G
-81 Restar 972 del primer grupo en BC
188001

9188001 Inscribir primer digito de la raiz en A
9 940005 Dividir in situ B-G por 2
99940005 Probar 9 como segunda cifra de la raiz (inscribir en B)
-81 Restar BxA=9x9=81 de CD
99130005
-405 Restar B"2/2=972/2=40.5 de DE
99 89505
99989505 Probar 9 como tercera cifra de la raiz
-81 Restar CxA=9x9=81 de DE
-81 Restar CxB=9x9=81 de EF
999 405
-405 Restar ("2/2=9"2/2=40.5 de FG
999 (semi)resto nulo. jHecho! la raiz es 999

También podemos usar la division normal por 2 en lugar de in situ; observe el nuevo alinea-
miento del radicando:
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D E F

A B C G H I J
ITTT"'_—TTTT

FELE T

Abaco Comentario
ABCDEFGHI

998001 Radicando alineado en D-I

-81 Restar 972 del primer grupo en DE

188001

9 188001 Inscribir primer digito de la raiz en A

9 940005 Dividir normalmente D-I por 2

99940005 Probar 9 como segunda cifra de la raiz (inscribir en B)
etc.

Conclusion

El método explicado como: Preparar el dividendo se conoce como ¥ JL/LIE ( Hankukuhou en
japonés, Ban jiujiti fd en chino) lo que podemos traducir libremente aqui como Método del semi
resto y es, con mucho, el mas conveniente, al menos por dos razones:

1. Laraiz, y no su doble, reemplaza al operando (radicando) como en el resto de operaciones
basicas con el abaco.
2. (La mas importante) Dado que dividir por nimeros que comienzan con 1 es incomodo, pen-
semos en lo siguiente:
El primer grupo de dos digitos tendrd un valor entre 1 y 99 y determinara la primera
cifra de la raiz cuadrada. Para valores del primer par entre 25y 99 (75% de los ca-
s0s), el primer digito de la raiz estara comprendido entre 5y 9 y su doble empezara
por uno. Por lo tanto, si usamos el método preparar el divisor, estaremos dividiendo
por nimeros que comienzan con 1 en el 75% de los casos. Por el contrario, si utiliza-
mos el método preparando el dividendo, s6lo en el caso de que el primer grupo sea 1,
2 0 3 (3% de los casos) tendremos que dividir por nimeros que empiecen por uno.
Por lo que no hay duda de que el método del “medio resto” o de “preparacion del dividendo”

nos serd mas confortable en la mayoria de casos.

Otras lecturas

* Siqueira, Edvaldo. «Kato Fukutaro's Square Roots». & £ Abacus: Mystery of the
Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agosto de2021.
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* Treadwell, Steve (2015). «Improvements to the Kato Method for Finding Square

Roots». H#€ Abacus: Mystery of the Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agos-
to de2021.
e Square root (¥LN%); the traditional way using traditional division in jccAbacus

Recursos externos

*Tutor de raiz cuadrada con Kijoho (division tradicional) de M. Murakami, una aplicacion
de JavaScript que puede ejecutar directamente en su navegador o descargar a su computadora desde
su repositorio en GitHub. So6lo hay que ingresar el radicando en el pequeiio cuadro de entrada de la
izquierda y presionar repetidamente el boton Next en la pantalla para asistir al desarrollo del pro-
ceso paso a paso. Con esto se pueden generar tantos ejemplos o ejercicios como se desee.


https://github.com/mmurak/SquareRootByHalfSquareWithKijoho
https://mmurak.github.io/SquareRootByHalfSquareWithKijoho/sqrtWithKijoho.html
https://sites.google.com/view/jccabacus
https://sites.google.com/view/jccabacus/abacus-articles/traditional-abacus-techniques/square-root-%E5%8D%8A%E4%B9%9D%E4%B9%9D%E6%B3%95-the-traditional-way?authuser=0
https://sites.google.com/view/jccabacus/abacus-articles/traditional-abacus-techniques/square-root-%E5%8D%8A%E4%B9%9D%E4%B9%9D%E6%B3%95-the-traditional-way?authuser=0
https://sites.google.com/view/jccabacus/abacus-articles/traditional-abacus-techniques/square-root-%E5%8D%8A%E4%B9%9D%E4%B9%9D%E6%B3%95-the-traditional-way?authuser=0
http://totton.idirect.com/soroban/Steve%20Treadwell/Improvements_to_the_Kato_Square_Root_Method.pdf
https://web.archive.org/web/20210801083500/http://totton.idirect.com/soroban/Steve%20Treadwell/Improvements_to_the_Kato_Square_Root_Method.pdf
https://web.archive.org/web/20210801083500/http://totton.idirect.com/soroban/Steve%20Treadwell/Improvements_to_the_Kato_Square_Root_Method.pdf
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XX Raices Cubicas

Teoria

Sea z el numero del que queremos obtener la raiz cibica y = /; Consideremos su expresion
decimal, por ejemplo: z = 456.7890123 y separemos sus digitos en grupos de tres alrededor del
punto decimal de la siguiente manera:

x = 456.7890123 = 456.789 - 012 - 300 - 000
0, en otras palabras, definamos la secuencia de enteros «;
a1 = 456, ap = 789, as = 012, a4 = 300, a5 = 000 - - -
y construyamos la secuencia x; recursivamente desde ¢ = 0
x; = 1000x;_1 + o
y sea y; la parte entera de la raiz cubica de x;
es decir, y; es el entero mas grande cuyo cubo no es mayor que z;. Finalmente, llamemos restos a
las diferencias.

ri =z —y; >0

Para nuestro ejemplo tenemos:

1 Qg g Yi T

0 0 0 0
1 456 456 7 113
2 789 456789 77 256
3 012 456789012 770 256012
4 300 456789012300 7701 78119199
5 000 456789012300000 77014 6949021256

Veamos que, por construccion, z; crece como 10 (tres digitos mas en cada paso), de hecho, la
secuencia x;10373% es decir: 0, 400, 456, 456.789, 456.789012, etc. tiende a x (x;103~3" — ). En
comparacion, y;, como la parte entera de la raiz cubica de x;, crece solo como 10° (un digito mas en
cada paso). Como y; es el entero mas grande cuyo cubo no es mayor que x; tenemos
r; = zi — y3 > 0 como arriba, pero

zi— (i +1)° =i —y) =3y =3y —1<0
por definicion de y;, 0

T =x; — P < 3yP+ 3y + 1

S
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multiplicando por 1033
z; - 1073 — (y; - 1073 < (3y? + 3yi + 1) - 10372
pero como ; crece s6lo como 10, el segundo término tiende a cero como 10~°
x; - 10373 — (y;- 10173 =0
y x; - 10373 — 2 de forma que tenemos

yi - 1077 5y = Y

3k—3¢

Para otros niimeros, los factores de arriba son: 10 y 10*~% donde k es el nimero de grupos

de tres cifras a la izquierda del punto decimal, negativo si éste es seguido por grupos 000 (ej. £ =0
para x = 0.00456, k = —2 para z = 0.000000456, etc.).

Esta es la base de los métodos tradicionales de obtener la raiz cubica manualmente.

Procedimiento

Empezamos coni =0, zo =0, yo =0, rog = 0.

Primer digito

Tabla de cubos
b b3

=

1

8
27
64
125
216
343
512
729

O 00 NO Ul & WN

Parai =1, x1 = ay es trivial encontrar y; tal que su cubo no exceda x; usando la tabla de arri-
ba que puede retenerse en la memoria facilmente. En el caso del ejemplo es y; = 7.

Digitos siguientes

Parai > 1, tenemos x; = 1000z;_; + «; tal y como se ha dicho arriba y tratamos de construir y;
en la forma:

yi = 10y;—1 + b

donde b es un niimero entero de un digito que va de 0 a 9. Para obtenerlo tenemos que elegir el digi-
to mas grande de 0 a 9 de modo que:
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x; —yp =z; — (10y;_1 +b)> > 0

x; — (a+ b)3 >0
si escribimos a = 10y;_1. Desarrollando el cubo del binomio tenemos

z; —a® — 3a*b — 3ab? — b = 1000x;_1 + o; — (10y;_1)* — 3a*b — 3ab® — b> > 0

10007;_1 + o > 3a*b + 3ab® + b = (3a® + 3ab + b*)b

El lado izquierdo de la expresion anterior puede verse simplemente como el resto anterior con el si-
guiente grupo de tres digitos afiadido. Si evaluamos el término de la derecha para cada valor de by
lo comparamos con el término de la izquierda, tenemos:

b (3a® + 3ab + b?)b 10007;—1 + «;
0 0 < 113789
1 14911 < 113789
2 30248 < 113789
3 46017 < 113789
4 62224 < 113789
5 78875 < 113789
6 95976 < 113789
7 113533 < 113789 «~
8 131552 > 113789
9 150039 > 113789

y esta claro que la siguiente cifra de nuestra raiz es un 7 pero, ;coOmo podemos proceder en el caso
general sin tener que explorar sistematicamente todas las posibilidades (b = 0,1,---,9) ?

Aqui, Knott [1886] distingue dos estrategias:

* Preparar el divisor
* Preparar el dividendo
que pasamos a discutir.

Preparando el divisor
Esto se corresponde con la expresion anterior:

1000r;_1 + o > 3a*b + 3ab* + b = (3a® + 3ab + b*)b

y es la estrategia que se suele utilizar con papel y lapiz y también se puede implementar, por su-
puesto, sobre el abaco. En la expresion anterior, si vemos la parte izquierda como dividendo y el
paréntesis como divisor, b es el primer digito de la division:

S



254 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

b= (1000r;_1 + ;) /(3a® + 3ab + b?)
pero como aun no conocemos b, lo aproximamos usando sélo la parte principal del divisor
b = (1000r;_1 + ;) /(3a®) = (10007;_1 + a;)/(300y2 ;)
Esto nos da una idea de cual podria ser el valor de b, pero necesitaremos:

1. Verificar que el valor asi obtenido sea correcto o, en su caso, revisarlo al alza o a la baja se-
gun sea necesario.
2. Obtener el nuevo resto para preparar el calculo del siguiente digito de la raiz.
Puede verse un ejemplo en el blog Diario de Tone [Tone 2017], ver también Método moderno aba-
jo.

Preparando el dividendo

Empezando de nuevo con

10007;_1 + «; > (3a® + 3ab + b*)b = 3a (a +b+ 3%) b
a

preparamos el dividendo dividiendo 1000r;_; + «; (el siguiente grupo de tres digitos agregado al

resto anterior) por 3a

b
1 i i > b+ 5= |b
(10007;—1 + ;) /3a <a+ + 3@2)

Como de costumbre, no conocemos b y no podemos evaluar el paréntesis de la derecha, pero pode-
mos obtener una pista sobre el valor de b aproximando el paréntesis por su parte principal a

b ~
a—l—b—l—@ ~ a

y utilizandolo como divisor de prueba, de forma que
b~ (10007;_1 + ;) /3a?
Tras lo cual, necesitamos nuevamente:

1. Verificar que el valor asi obtenido sea correcto o, en su caso, corregirlo hacia al alza o a la
baja segun sea necesario.

2. Obtener el siguiente resto para preparar la obtencion del siguiente digito de la raiz evaluando
10007r;_1 + o5 — 3a?b — 3ab® — b3

Tenga en cuenta que:

* El divisor 3 estd involucrado en el dividendo preparado y esto conduce a fracciones decima-
les no finitas.

* La division por a no sélo empeora lo anterior, sino que también hace que el dividendo prepa-
rado sea especifico para el paso actual, ya que el valor de a evoluciona con el célculo de las
diferentes cifras de la raiz.
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Esto no ocurria en el célculo de raices cuadradas y, como consecuencia, el proceso de obtencion de
raices cubicas es mucho mas complicado y requiere un ciclo complejo de fases de preparacion-res-
tauracion del dividendo que, siguiendo a Knott, podemos representar mediante el siguiente esque-
ma :

Fase Operacién

Dividir por a.

b Dividir por 3.

Obtener b como el primer digito de la divisién de lo anterior
por a.

Restar b(a +b) (Equivalente a restar 3a®b y 3ab® en
100071 + a; — 3a?b — 3ab® — b3) .

e Multiplicar por 3.

Multiplicar por a.

g Restar b3.

o))

—h

En nuestro ejemplo (z = 456.7890123), usando la division tradicional (TD) y el arreglo de divi-
sion tradicional (TDA) como lo hace Knott, trabajando los dos primeros digitos:

Raiz cubica de 456.7890123
Abaco Comentario
ABCDEFG
456789 Primer grupo del radicando alineado con B
-343 Restar 773=343 del primer grupo
113789 Primer resto
7113789 7 en A como primer digito de la raiz; considerar el segun-
do grupo
7113789 a) Dividir B-G por 7 (nota 1)
7162554 b) Dividir B-G por 3 (nota 2)
7541835 c) Dividir B por A (una cifra de cociente) (nota 3)
7751835 d) Restar 7*7=49 de (D
77 2835 e) Multiplicar CDEF por 3. Sumar 3x283 a CDEFG
77 854 f) Multiplicar CDEF por 7. Sumar 7x85 a CDEFG
77 599
-343 g) Restar 773=343 a CDEFG
77 256 Nuevo resto
Raiz obtenida hasta ahora: 7.7

Notas
1. No es necesario extender la division por 7 mas alld del grupo actual de tres digitos. El 4
en G es un resto de division que significa 4/7.
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2. Lo mismo puede decirse de la division por 3. Se realiza hasta la columna F y el resto (1) se
agrega temporalmente a la columna G. El valor (5) en dicha columna es un extrafio hibrido
que significa 1/3 y 4/7. No importa, esta extrafia situacion sera corregida en los pasos e y f.

3. Aqui, al aplicar la regla 5/7>7+1, ya hemos restado b - a, por lo que en el paso siguiente (d)
s6lo nos falta restar b2

Método moderno

Miembros del Soroban & Abacus Group han modificado la técnica descrita por Knott para adap-
tarla al uso del dbaco y método modernos [Baggs & Heffelfinger 2011]. El resultado es supuesta-
mente mas rapido a expensas de ser menos compacto y requerir un abaco con mas varillas para al-
macenar datos intermedios. También se pierde la sencillez de tener el resultado sustituyendo direc-
tamente al radicando.

También puede encontrar una compilacion de métodos modernos para raices cuadradas y cubicas en
Tone Nikki (& faH7C) [Tone 2017] de un blogger japonés (el nombre del autor no parece estar dis-
ponible).

Ejemplos de raices cubicas

Los siguientes ejemplos se presentan utilizando la division tradicional (TD) y la disposicion de
division tradicional (TDA). Las fases del ciclo de preparacion-restauracion de dividendos estan eti-
quetadas con a), b), etc. como se ha hecho en el ejemplo previo.

Raiz cubica de 157464

Abaco Comentario
ABCDEFG Raiz cuUbica de 157464
157464 Ingrese 157464 alineando el primer grupo (157) con B
-125 Restar 573=125 de BCD
32464 Primer resto: 32
5 32464 Poner 5 en A como primer digito de la raiz y considerar el
segundo grupo
5 32464 a) Dividir C-F por 5 (G contendra el resto de la divisién)
5 64924 b) Dividir C-F por 3
5216404 c) Dividir B por 5
5416404 d) Restar 472=16 de CD
54 404 e) Multiplicar 40x3 en EFG (sumandolo al resto en G)
54 124 f) Multiplicar 12x5 en EFG
54 64 g) Restar 473=64 de FG
54 Resto 0; jHecho! La raiz es: 54
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Claramente, si el resto es cero y no hay mas grupos (no nulos) para agregar, el nimero es un
cubo perfecto y hemos acabado. La raiz es 54.

Raiz cubica de 830584

Otro ejemplo similar al anterior (el radicando es el cubo de un nimero de dos cifras).

Abaco Comentario
ABCDEFG Raiz cubica de 830584

830584 Introducir 830584 alineando el primer grupo con B
-729 Restar 973=729 de BCD

101584 101: Primer resto

9101584 Poner 9 en A como primer digito de la raiz y considerar el
siguiente grupo second group

9101584 a) Dividir C-F por 9 (G contendra el resto)
9112871 b) Dividir C-F por 3

9376232 c) Dividir B por 9 (A)

9416232 d) Restar 472=16 de CD

94 232 e) Multiplicar 23x3 en EFG (sumando el resto en G)
94 71 f) Multiplicar 07x9 en EFG

94 64 g) Restar 473= 64 de FG

94 resto 0; jHecho! La raiz es: 94

La raiz es 94.

Es tal vez conveniente que el lector practique ejemplos como este antes de intentar obtener mas
cifras de la raiz. Al final de este capitulo se incluye una tabla de cubos de nimeros de dos cifras que
le pueden ser de ayuda para este fin.

Raiz cubica de 666

En este caso, el radicando no es un cubo perfecto, la raiz es un nlimero irracional con infinitos
decimales comprendido entre 8 y 9. Empezamos calculando las dos primeras cifras de la raiz.

Abaco Comentario
ABCDEFG Raiz cubica de 666
666 Introducir 666 en BCD

+ (columna unidad)
-512 Restar 873=512 de BCD
154 Primer resto
8154 Poner 8 en A como primer digito de la raiz

8154000 Anadir 000 como nuevo grupo
8154000 a) Dividir B-F por 8 (A)
8192500 b) Dividir B-F por 3
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8641662 c) Dividir B por 8 (A)

8781662 d) Restar B"2=49 de CD

8732662 e) Multiplicar C-F por 3 en C-G

87 9800 f) Multiplicar C-F por 8 (A) en C-G

87 7840 g) Restar B~3=343 de EFG

87 7497 Raiz hasta ahora: 8.7, resto: 7.497
+ (columna unidad)

Ahora continuamos usando Operaciones Abreviadas. Necesitamos dividir el resto (7497) por tres
veces el cuadrado de la raiz actual (3 - 872 = 22707)

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
87 7497
87 7497------ Elevar 87 al cuadrado (binomio de Newton)
+49 772
+112 2*7*8
+64 872
87 7497 7569 multiplicar por 3 (sumando el doble)
+14
+10
+12
+18
87 7497 22707 Dividir 7497/22707, obteniendo dos cifras del co-
ciente
8733 Raiz: 8.733 (Comparese a:{/666 = 8.7328917)

Raiz cubica de 237176659 (tres cifras)
Tenemos tres grupos: 237, 176 y 659.

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ Raiz cubica de 237176659
237176659 Primer grupo alineado con B
-216 Restar 673=216 de BCD
21176659 21: Primer resto

Anotar 6 en A como primer digito de la raiz y conside-
AULIEEEE rar el segundo grupo

6 21176659 a) Dividir B-F por 6 (A)
6 35292659 b) Dividir B-F por 3
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6117633659 c) Dividir B por 6 (A)

6157633659 d) Restar B"2=1 de (D

6156633659 e) Multiplicar C-F por 3 en C-G
6116992659 f) Multiplicar C-F por 8 (A) en C-G

6110196659 g) Restar B"3=343 de EFG
6110195659 Raiz hasta ahora 61, resto 10195
6110195659 Considerar el tercer grupo
6110195659 a) Dividir C-H por 61 (AB)

6116714158 b) Dividir C-H por 3

6155713678 c) Dividir C por 61 (AB)

6190813678 d) Restar CxC=81 de EF

619 3678 e) Multiplicar D-H por 3 en D-I

619 1158 f) Multiplicar D-H por 61 (AB) en D-J

619 729 g) Restar (C"3=729 de HIJ
619 000 jHecho! Resto nulo
---------- La raiz es: 619

El nimero es un cubo perfecto.

Raiz cabica de 110591 (ocho cifras)
Este namero es: 110591 = 483 — 1.

El primer triplete, 110, esta entre 64 y 125, por lo que la raiz ctubica de 110 591 estard entre 40 y
50. Por tanto, el primer digito de la raiz es 4

Primer digito:

Raiz cibica de 110591: Primer digito
Abaco Comentario
ABCDEFG
110591 Primer triplete alineado con B
-64 Restar 673=216 de BCD
46591 46: Primer resto

Inscribir 4 en A como primera cifra de la raiz y conside-
46591
rar el segundo grupo

4 46591 jPrimer digito listo!
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Segundo digito:

Raiz cibica de 110591: Segundo digito
Abaco Comentario
ABCDEFG
4 46591 a) Dividir B-F por 4 (A)
4116473 b) Dividir B-F por 3
4388234 c) Dividir B por 4 (A)
4868234 d) Restar BxB=64 de CD
48 4234 e) Multiplicar C-F por 3 en C-G
48 1273 f) Multiplicar C-F por 4 (A) en C-G

48 511 g) iNo se puede restar 873=512 de EFG! Marcha atras (ver
nota al final)

48 511 -f) Dividir C-F por 4 (A)
48 1273 -e) Dividir C-F por 3
48 4234 -d) sumar 8x8=64 a CD
4868234 -c) Revisar B a la baja
-1
+4
4778234 d) Restar BxB=49 de CD (T=10)
4759234 e) Multiplicar C-F por 3 en C-G
4717773 f) Multiplicar C-F por 4 (A) en C-G
47 7111 g) Restar B"3=343 de EFG
47 6768 jSegundo digito listo! Resto: 6768

Tercer digito:

Raiz cibica de 110591: Tercer digito

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
47 6768000 Anadir 000 al resto anterior
47 6768000 a) Dividir C-H por 47 (AB)
4714400000 b) Dividir C-H 3
4748000000 c) Dividir C por 47 (AB)
4795700000 d) Restar C"2=81 de EF
4794890000 e) Multiplicar D-H por 3 en D-I
4792298300 f) Multiplicar D-H por 47 (AB) en D-J
479 689490 g) Restar (C"3=729 de HIJ
479 688761 jTercer digito listo! resto: 688761
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Cuarto digito:

Raiz cibica de 110591: Cuarto digito

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
479 688761000 Anadir 000 al resto anterior
479 688761000 a) Dividir D-J por 479
4791437914194 b) Dividir D-J por 3
4794793046394 c) Dividir D por 479 1d
4799482046394 d) Restar 972=81 de GH
4799473946394 e) Multiplicar E-J por 3 en E-K
4799142184194 f) Multiplicar E-J por 479 en E-M
4799 68106330 g) Restar -D"3=729 de KLM
4799 68105601 jCuarto digito listo! resto: 68105601

Ahora terminamos el calculo usando Operaciones Abreviadas. Necesitamos dividir el resto
(68105601) por tres veces el cuadrado de la raiz actual (4799). Los primeros cuatro digitos del re-
sultado se afiaden a continuacion de los ya obtenidos; por ejemplo:

Raiz cibica de 110591:

Continuacién usando operaciones abreviadas
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLM

4799 68105601 Dividir E-M por 4799

479914191623 Dividir E-M por 4799

47992957204  Dividir E-M por 3

Compdrese este resultado con
47999857 Y110591 — 47.9998553236 - - -

Como podemos ver, hemos obtenido un resultado con 7 cifras correctas.

Nota

Encontramos arriba que con la raiz 48 no podiamos restar 8% = 512, 0 nos encontrariamos con
un resto negativo (-1). Esto puede parecer desafortunado, ya que nos obligd a deshacer parte
del trabajo y corregir la nueva cifra de la raiz a la baja, pero en la practica lo que encontramos
es un resultado afortunado: el pequefio resto negativo (-1) nos indica que 48 es una excelente
aproximacion (por exceso) a la raiz, abriendo una nueva forma de resolver el problema. De
hecho, lo que tenemos es:

3 3 1
110591 = 48°> —1 =148 (1 483>
0

V110591 = 48¢/1 — %
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donde podemos usar:

\3/1—a%1—§

de forma que

/ 1 1 1
V110591 = 484¢/1 — — ~48 (1 — ———— | =48 — ——— = 47.999855324
483 3483 3 - 482

comparese con v/110591 = 47.999855323638. ;De este modo podriamos haber logrado una
gran precision con poco esfuerzo!

De la aritmética elemental al analisis numerico

El abaco se estudia actualmente como un arte tradicional o como un medio para desarrollar habi-
lidades numéricas y cognitivas en general, no se espera de €l que, en la era de las computadoras, se
use como calculadora para resolver problemas del mundo real. Pero si ese fuera el caso y tuviéra-
mos que resolver una gran cantidad de raices cubicas (algo inusual), es posible que desee pasar de
los métodos tradicionales, o la aritmética basica, a los métodos modernos de analisis numérico y
probar el Método de Newton-Raphson. Puede encontrar una adaptacion de este método al abaco en
el capitulo Método de Newton para Raices Cuadradas, Cubicas y Quintas de la seccion sobre Técni-
cas avanzadas.

Apéndice: Cubos de numeros de dos digitos

El método tradicional de obtener raices ctbicas con el dbaco es complejo. No es mala idea entre-
narse obteniendo el segundo digito de la raiz antes de intentar pasar al tercero o cuarto. Para esto
puede serle util la siguiente tabla de cubos de nimeros de dos cifras no terminados en cero.

Cubos de nimeros de dos cifras
+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9
10 1331 1728 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859
20 9261 10648 12167 13824 15625 17576 19683 21952 24389
30 29791 32768 35937 39304 42875 46656 50653 54872 59319
40 68921 74088 79507 85184 91125 97336 103823 110592 117649
50 132651 140608 148877 157464 166375 175616 185193 195112 205379
60 226981 238328 250047 262144 274625 287496 300763 314432 328509
70 357911 373248 389017 405224 421875 438976 456533 474552 493039
80 531441 551368 571787 592704 614125 636056 658503 681472 704969
90 753571 778688 804357 830584 857375 884736 912673 941192 970299

Ejemplo: v/250047 = 60 + 3 = 63


https://es.wikipedia.org/wiki/Radicaci%C3%B3n#Algoritmo_de_la_ra%C3%ADz_en%C3%A9sima
https://es.wikipedia.org/wiki/an%C3%A1lisis_num%C3%A9rico
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XXIl  Operaciones Abreviadas

Introduccion

Este capitulo es un tanto especial en el sentido de que su contenido no es especifico del abaco,
sino que se trata de un recurso para acortar operaciones aritméticas tanto en el calculo escrito como
con abaco. Lo incluimos en este libro porque, a lo largo del mismo, hacemos un uso esporadico de
estas operaciones abreviadas.

Esta cuestion puede encontrarse en algunos libros de aritmética de la era anterior a la informati-
ca. La motivacion es la siguiente. Supongamos que medimos el lado de un cuadrado y obtenemos
[ = 864 mm y queremos calcular su area S

S=102=1]-1=864-864 = 746496 mm?

un resultado con 6 digitos, pero si hemos medido el lado del cuadrado con una cinta métrica que
solo aprecia milimetros, lo que podemos decir es que el valor del lado esta entre 863.5 y 864.5, es
decir:

[ =864.0 £ 0.5 mm

De modo que S sera un valor entre 863.5% = 745632.25 y 864.5% = 747360.25. Esto significa
que solo conocemos con certeza los dos primeros digitos del resultado S (74) y que el tercer digito
probablemente sea un 6; el resto de los digitos de la multiplicacién no tienen sentido (decimos que
no son significativos) y no debemos incluirlos en nuestro resultado. Deberiamos escribir:

S =746 - 10° mm® = 7.46 - 10° mm?
siendo 746 las cifras significativas de nuestro resultado. Entonces, si solo tres de las seis cifras
del producto 864 - 864 son significativas, ;por qué calcular las seis?

Para eso estan las operaciones abreviadas.

Cabe decir que el razonamiento anterior se extiende a la division, raices etc. En lineas genera-
les, un resultado no tiene mas cifras significativas que el menor numero de ellas entre los operan-
dos; por ejemplo, si dividimos un niumero con 8 cifras significativas por otro que solo tiene 2, el re-
sultado tiene solo 2 digitos significativos y seria un trabajo estéril obtener 8 digitos del cociente.

En este capitulo seguiremos los ejemplos que aparecen en Matemadticas de Antonino Goded
Mur [Goded Mur 1945] (en adelante simplemente Matematicas ), un pequeiio manual que formaba
parte de la coleccion: Compendios CHOP, que tan popular fue durante parte del siglo XX en Espa-
na. Veremos como se pueden hacer estas operaciones abreviadas con el dbaco.

Multiplicacion

En Matematicas se propone el siguiente procedimiento para la multiplicacion:

S
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Multiplicacién
Se escribe el producto del multiplicando por la primera cifra del multiplicador,
se escribe debajo el producto del multiplicando amputado de su ultima cifra por la segunda
del multiplicador,
se escribe debajo el producto del multiplicando amputado de sus dos ultimas cifras por la ter-
cera del multiplicador
y asi sucesivamente

Proponiendo el ejemplo 6665 x 1375y la siguiente forma escrita de realizarlo por comparacion a la
multiplicacion normal:

Ejemplo

6665
6665

x 1375
x 1375
2w
19995 1999
6665 460
33
9163

9164375

Operacién Operacidn
normal abreviada

Lo importante a considerar aqui es que, de todos los productos parciales que hemos de sumar
para obtener el producto:

Productos parciales de 6665x1375
X 6-10% 6-10% 6-10' 5-10°
1-10%6-10% 6-10° 6-10* 5-10°
3.102 18-10°18 - 1018 - 10315 - 107
7-10' 42-10%42-10%42- 10235 - 10!
5-10° 30 - 10330 - 10230 - 10' 25 - 10°

debemos tomar en consideracion aquellos que tienen potencias de 10 elevadas, los situados por en-
cima de la diagonal en gris, retener solo el primer digito de los de dicha diagonal y olvidarnos de los
que estan por debajo. De esta forma, ahorraremos cierto trabajo.

En el abaco, este problema se puede resolver de varias maneras; por ejemplo, adaptando la mul-
tiplicacion moderna:

S
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6666x1375 Multiplicacion moderna

Abaco
ABCDEFGHIJKLM
6665 1375

+330
-5
6665 137 330
+4662
-7
6665 13 4992
+19995
-3
6665 1 24987
+6665
-1
6665 91637
6665 9164

Comentario

Planteamiento
Sumar 5x66 a K-M
Borrar J

Sumar 7x666=4662 a J-M
Borrar I

Sumar 3x6665=19995 a I-M
Borrar H

Sumar 1x6665=6665 a H-L

Borrar G

Resultado

Resultado redondeado a 4 cifras

e incluso la multiplicacion tradicional, borrando primero el digito del multiplicando y luego suman-

do los productos parciales desplazados una columna a la izquierda respecto al caso anterior

6666x1375 Multiplicacion tradicional

Abaco
ABCDEFGHIJKL
6665 1375

-5
+330
6665 137330
-7
+4662
6665 134992
-3
+19995
6665 124987
-1
+6665
6665 91637
6665 9164

Comentario

Planteamiento
Borrar J
Sumar 5x66 a J-L

Borrar 1
Sumar 7x666=4662 a I-L

Borrar H
Sumar 3x6665=19995 a H-L

Borrar G

Sumar 1x6665=6665 a G-K
Resultado

Resultado redondeado a 4 cifras

S
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En todos los casos, tendremos que ser cuidadosos con la posicion de la varilla unidad; no olvide-
mos que 6666 x 1375 = 9164375 y que el resultado obtenido en el abaco: 9164 es en realidad:
9164 - 10 = 9.164 - 10°.

También podemos hacer lo mismo usando métodos de multiplicacion que comienzen trabajando
con las cifras de la izquierda del multiplicando (véase el capitulo Métodos Especiales de Multiplica-
cion); por ejemplo, utilizando la "Multiplicacion que comienza con los digitos mas altos del multi-
plicador y el multiplicando" de Kojima, explicada en su segundo libro [Kojima 1963], donde
dice: "Como la operacion comienza multiplicando los primeros digitos del multiplicador y el multi-
plicando, es conveniente para las aproximaciones"; es decir, justamente se adapta a nuestro proble-
ma. También podemos probar la multiplicacién multifactorial [Heffelfinger & Tejon 2005] (Véa-
se: Multiplicacién multifactorial) o similar; por ejemplo:

6666x1375 Multiplicacion comenzando por la izquierda

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
6665 1375 Planteamiento

Varilla unidad
-1 Borrar J

+6665 Sumar 1x6665 a G-J
6665 6665375
+18 Sumar 3x6 a GH
+18 Sumar 3x6 a HI
+18 Sumar 3x6 a IJ
-3 Borrar K
+15 Sumar 3x5 JK
6665 8664575
666 8664575 Borrar D
+42 Sumar 7x6 HI
+42 Sumar 7x6 IJ]
+42 Sumar 7x6 JK
-7 Borrar L
666 91307 5
66 91307 5 Borrar C
+30 Sumar 5x6 IJ]
+30 Sumar 5x6 JK
-5 Borrar M
66 91637 Resultado
Varilla unidad
9164 Resultado redondeado a 4 cifras

S
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Division
En Matematicas se propone el siguiente procedimiento para la division:
Division
El primer digito del cociente se encuentra como de costumbre,
el resto se divide por el divisor sin su ultimo digito,

el nuevo resto por el divisor sin sus dos ultimos digitos
y asi sucesivamente.

Ejemplo
4567.8 |95.62 4567.8 |95.62
743.00 743.0 |95.6
73.660 47.77 73.8 4 — |95
6.7250 7.3 7 — 19
.0326 .1 7 —

Operacidén normal Operacidn abreviada

Como puede verse, la secuencia potencialmente infinita de pasos de division larga, en los que en
cada uno se obtiene una nueva cifra del cociente, se reemplaza por una secuencia finita de divisio-
nes por un divisor que se reduce en un digito de cada vez y en la que obtenemos un solo digito del
cociente. Podemos llevar a cabo esta secuencia de divisiones usando el método de dividir que prefi-
ramos; por ejemplo, usando la division tradicional (TD) y la disposicion tradicional de la division
(TDA):

4567.8/95.62

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
9562 45678
. Columna unidad
-4 Regla: 4/9>4+4
+44
9562 49678

-20 Restar 4x5 de GH
-24 Restar 4x6 de HI
-8 Restar 4x2 de 1]
9562 47430
-7 Regla: 7/9>7+7

9562 47130
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-35 Restar 7x5 de HI
-42 Restar 7x6 de 1]
9562 47738
-7 Regla: 7/9>7+7
+77
9562 47708
-35 Restar 7x5 de 1]
9562 47773
-7 Regla: 7/9>7+7
+77
9562 47770
+1 Revisar al alza
-7
9562 47783
Columna unidad

Raiz cuadrada

Matematicas
Se sigue el método corriente hasta haber rebasado la mitad de las cifras de la raiz, obteniéndo-
se las siguientes dividiendo el resto seguido de los periodos no empleados por el duplo de la
raiz hallada, seguida de tantos ceros como periodos se han agregado
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Ejemplo

Raiz cuadrada de 123456789

\/123456789| 11111

| \/12345 |111

-1 |
| o
023 | 21x1 - |
023  |21x1
-21 |
| -21 |
0245 | 221x1 o
0245 |221x1
-221 |
I -221 |
02467 | 2221x1 o
024 | --> 246789|22200
-2221 |
""" | 24789 11
024689| 22221x1
2589
-22221|
""" | ==> \/123456789 = 11111
02468 |
Operacién normal Operacién abreviada

Quizas la forma mas sencilla de justificar esta forma de abreviar la raiz cuadrada sea la siguiente:
Si a es un valor aproximado de la raiz de A, entonces podemos escribir
VA=a+b=a(l+ (b/a))

donde b es una pequefia correccion a a y el cociente (b/a) sera una cantidad mucho menor que 1:
(b/a) < 1. Entonces podemos escribir:

A=a*(1+ (b/a))® =a® (1 +2(b/a) + (b/a)?)
pero si (b/a) < 1, entonces (b/a)® < (b/a)y despreciando este término podemos escribir:
A=a®(1+2(b/a))
o bien
A—a?=r=2ab

donde r es el residuo que nos queda tras calcular a; por lo que tenemos la aproximacion utilizada en
el método abreviado:
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Si consideramos que, por ejemplo, hemos determinado a con cinco cifras, entonces
(b/a) <1075y (b/a)® < 1019, lo que justifica que al despreciar este Giltimo termino podamos cal-
cular b con cinco cifras; es decir que el método abreviado nos permita doblar la precision de la raiz
ya obtenida con una simple division.

Lo anterior también puede justificarse de varias otras formas, por ejemplo, utilizando el desarro-
llo en serie de Taylor o el método de Newton de resolucion de ecuaciones; lo cual es quizas intere-
sante de mencionar por lo que comentaremos después sobre las raices cubicas.

A continuacién ilustramos el proceso utilizando el método del medio resto (- JU JL %,
hankukuhou en japonés) como se explica en el capitulo: Raices Cuadradas, que requiere cambiar el
resto a su mitad y doble de la raiz a simplemente la raiz en el parrafo de Matemadaticas anterior. Ten-
ga en cuenta que la segunda fase, la division, se puede hacer en forma de division abreviada ya que
solo tiene sentido obtener un nimero limitado de cifras de su cociente. Como consecuencia, obtener
las ultimas cifras de la raiz cuesta cada vez menos trabajo y tiempo por lo que podemos llamar a
esta division la fase acelerada de la extraccion de raices.

Ejemplo

Raiz cuadrada de 123456789 usando }:JjuiLik (hankukuhou) y divisién

moderna
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
123456789 Problema planteado como de costumbre
23456789 Restar el cuadrado de 1 del primer grupo
117283945 Dividir el resto por 2 in situ

1 117283945
11 17283945
-1
-5
11 12283945
111 2283945
-11
-5
111 1233945
+1
-111
1111 123945
+1
-11
11111 13945

Anotar 1 como primer digito de la raiz en A
Nuevo digito de la raiz 1 en B (revisién al alza)

Restar la mitad del cuadrado de 1 de D

Nuevo digito de 1la raiz 1 en C (revising up)
Restar la mitad del cuadrado de 1 de F

Ahora comienza la segunda fase o fase acelerada
Dividir 123 por 111

Dividir 12 into 11

Listo jahora tenemos 5 digitos de la raiz!

S


https://es.wikipedia.org/wiki/Radicaci%C3%B3n#Algoritmo_de_la_ra%C3%ADz_en%C3%A9sima
https://es.wikipedia.org/wiki/serie_de_Taylor
https://es.wikipedia.org/wiki/serie_de_Taylor
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Raiz cubica
Matematicas
Se sigue el método corriente hasta rebasar la mitad de las cifras de la raiz, obteniéndose las si-

guientes dividiendo el resto seguido de los periodos no usados por el triple del cuadrado de la
raiz seguido de tantos ceros como periodos se han agregado.

Ejemplo

3
\/1234567890123| 107
9524 ee-

3
\/1234567890123|10727

0524890123 | 3434700

2655490 27
2512001

Operacidén normal Operacidén abreviada

Al igual que en el caso de la raiz cuadrada, la aproximacion utilizada aqui se puede justificar del
siguiente modo:

Si a es un valor aproximado de la raiz ctbica de A, entonces podemos escribir
VA=a+b=a(l+ (b/a))

donde b es una pequena correccion a a y el cociente (b/a) sera una cantidad mucho menor que 1:
(b/a) < 1. Entonces podemos escribir:

A=d®(1+ (b/a))® = a® (1+3(b/a) + 3(b/a)* + (b/a)?)

pero si (b/a) < 1, entonces (b/a)’ < (b/a)® < (b/a)y despreciando estos dos términos podemos
escribir:

A=a®(1+3(b/a))
0 bien
A—a®=r=23d%

donde r es el residuo que nos queda tras calcular a; por lo que tenemos la aproximacion utilizada en
el método abreviado:

”
3a?

que también nos permite doblar la precision de la raiz cibica ya obtenida con una division.

S
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Al igual que en el caso de la raiz cuadrada, esta operacion abreviada también se puede justificar
de varias maneras, incluyendo el método de Newton que, por cierto y con mucho, es la mejor forma
de obtener raices cubicas con el abaco; si bien no es una técnica tradicional, es mucho mas eficiente
que cualquier método tradicional y, si lo usamos, podemos decir que en cierto sentido estamos usan-
do un método abreviado desde el principio (véase el capitulo: Método de Newton para Raices Cua-
dradas, Cubicas y Quintas. Pero veamos un ejemplo utilizando un método tradicional: la raiz ctibica
de 666. Seguimos aqui el método explicado por Cargill G. Knott [Knott 1886] (capitulo: Raices
Cubicas).

Obviamente, la raiz ctibica de 666 esta entre 8 y 9 por estar el radicando en el rango 512-728.

Raiz cubica de 666

Abaco Comentario
ABCDEFG
666 Entrar 666 en BCD
+ (Columna unidad)
-512 Restar 83=512 de BCD
154

8154 Entrar 8 en A. Dividir B-F por 8 (A)
8192500 Dividir B-F por 3

8641662 Dividir B por 8 (A)

8781662 Restar B2=49 de CD

8732662 Multiplicar C-F por 3 en C-G

87 9800 Multiplicar C-F por 8 (A) en C-G

87 7840 Restar B3=343 de EFG

87 7497 Raiz: 8.7, Resto: 7.497

Asi que hemos obtenido 8.7 como raiz hasta ahora, dejando un resto de 7.497. Para aplicar el atajo
necesitamos formar el divisor 3 x 8.7%; Usaremos el binomio de Newton para formar el cuadrado y
lo multiplicaremos por tres, sumando el doble del valor obtenido.

Uso del método abreviado
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
87 7497 Elevando al cuadrado 8.7
+49
-112
+64
87 7497 7569 Multiplicarlo por 3
+14
+10
+12
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+18

87 7497 22707 Dividir 7.497 por 227.07 (jLa division puede ser

abreviada!)
8733----22707 obteniendo sélo dos cifras del cociente

Alternativamente, también se puede dividir dos veces por 8.7 y luego por 3 para obtener el mismo
resultado. Compare el resultado 8.733 con v/666 = 8, 7328917 - - -

Otras abreviaturas utiles

Lo que sigue es otro tipo de calculo abreviado o aproximaciones completamente diferentes de lo
anterior pero que pueden resultar utiles en la practica. Todas estas expresiones son consecuencia
del teorema de Taylor.

Paraa,b < 1
e (I1£a)(1xb)=1+axb
° ej:1.005 x 0.996 ~ 1.001
« (1+a)/(1+b)~1+taFb
c (Ixa)"=14+n-a
o ej: 1.005% ~ 1.015, 0.995% ~ 0.985
e Ylta=x~1l=+a/n
o ej:/1.006 ~ 1.002
* 1/(1ta)=1Fa
° ej:1/1.003 ~ 0.997, 1/0.997 ~ 1.003
1/l+a)"~1Fn-a


https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Taylor
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XXIII  Numeros Negativos

Introduccion

La totalidad de los problemas aritméticos pueden resolverse usando s6lo nimeros positivos, por
lo que podriamos decir que, en cierto sentido los nimeros negativos son innecesarios. Tal vez sea
esta la razoén por la cual, a pesar de ser conocidos desde la antigliedad (aparecen por primera vez
en Los nueve capitulos sobre el arte matemadtico de la Dinastia Zhou hace mas de 2000 afios, y des-
pués en las obras de matematicos hindues, persas, arabes e incluso en la de Fibonacci), no hayan
sido muy apreciados por los matematicos occidentales hasta el siglo XIX. Pero es indudable que los
numeros negativos permiten dar una solucion mas sencilla a algunos problemas y ensanchan enor-
memente el pensamiento matematico, preparando el camino del resto de generalizaciones que han
conformado las Matematicas Modernas. En el dbaco pasa lo mismo, podemos prescindir totalmente
de los nimeros negativos pero nos ayudaran a resolver mas facil y elegantemente algunos proble-

mas y, sobre todo, nos daran una nueva vision, mas profunda, de la Aritmética de Cuentas.

Ademas de las cuestiones tratadas en este capitulo, encontrara otros usos de los numeros negati-
vos en el dbaco en el capitulo Métodos Especiales de Divisién.

Método de los complementos

Aritmética con numero fijo de digitos

[sislslls sislsl s

10

L[] [eed F 1107111 [ef
Ono0o0ono 1000000 OR00
11 100
winajaeale (o | [eieeensn .
101 110

Abaco binario mostrando los nu-
meros 1 al 6 y su codificacion en
binario

Un é&baco y una computadora se parecen mucho... En el corazon de la computadora, su CPU,
la unidad de aritmética y légica ALU contiene varios registros, memorias ultrarapidas destinadas a
almacenar transitoriamente los operandos sobre los que se va a trabajar, que son equivalentes, desde
el punto de vista légico, a dbacos binarios (o de tipo 0+1) como el de la figura. Tales dbacos, con so-
lo una cuenta por columna, pueden representar s6lo un digito binario, 0 o 1 (bit) en cada una de
ellas y el nimero de columnas o bits de cada registro es limitado, siendo 8, 16, 32 y 64 valores fre-
cuentemente usados en el disefio de procesadores. El tamafio de los registros de una CPU limita el
tamafio de los nimeros que puede manejar directamente, lo cual no suele ser un problema si ese ta-
mafio resulta suficiente para las aplicaciones. Nuestro dbaco es semejante a un registro en el sentido
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de que también estd limitado a un niimero fijo de columnas, aunque cada columna pueda contener
un digito decimal en lugar de binario; al igual que los registros de la CPU, s6lo podremos trabajar
en nuestro abaco con niimeros de hasta cierto tamatfio.

Tiene pues sentido plantearse algunas cuestiones relativas a los calculos aritméticos con un nu-
mero limitado de digitos; por ejemplo, si estamos limitados a cinco digitos podemos representar
hasta el nimero 99999, pero ;qué pasaria si sumamos este nimero a si mismo?

99999 + 99999 = 199998 = 1{99998}

Se produciria un desbordamiento y el 1 inicial no cabe en nuestro dbaco o registro, solo los digitos
entre llaves serian almacenados o visibles para nosotros:

99999 + 99999 = 99998

Esto es claramente una barbaridad, y un problema para nosotros si tenemos que sumar tales nime-
ros con una logica (tamafio de registro o de dbaco) tan limitada; pero a su vez nos abre la posibili-
dad de codificar nimeros negativos donde en principio sélo podriamos tener nimeros positivos y
también la posibilidad de reducir la sustraccion a la adicion (lo cual a nosotros no nos interesa para
nada pues ya sabemos restar con nuestro abaco, pero ha ahorrado mucha circuiteria en muchas
CPUs). La clave va a consistir en el concepto de niimero complementario de n cifras.

Definicion de complemento de n digitos

Dado un niimero entero x, positivo y menor que 10", definamos su complemento de n digitos
nC, como:

"Cp=10" —x
por ejemplo, el complemento de cinco digitos de 147

5Char = 10° — 147 = 100000 — 147 = 99853

Complemento del complemento de n digitos

Reordenando la expresion:

"Cp,=10" — x
como
x=10" -"C,
tenemos que
x="Cnc,

es decir, el complemento del complemento de un nimero es el nimero de partida; para el ejemplo:

°Cs,,, = *Coogsz = 10° — 99853 = 147
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Obtencion

Frecuentemente, en lo que sigue, tendremos necesidad de obtener mentalmente el complemento
de un nimero. Hacer la resta mentalmente puede ser complicado por los acarreos (tomar prestado),
asi que la forma mads sencilla de obtener " C,, sera:

"Cp=10" —2z=(10"-1)—z+1
ya que niimero (10™ — 1) es 999 - - - 9 con exactamente n digitos; por ejemplo, (105 — 1) = 99999, y
esto nos que permite restarle x digito a digito sin acarreos
°Cla7 = 10° — 147 = 100000 — 147 = 99999 — 147 + 1 = 99999 — 00147 + 1 = 99853
y la resta 99999 — 00147 se puede hacer digito a digito sin acarreo
99999 — 00147 = [9 — 0][9 — 0][9 — 1][9 — 4][9 — 7] = 99852
o lo que es igual, sustituyendo cada digito del nimero por su complemento a 9 dado en la tabla

Complementos a 9
©-91-82-73-64-5

(que nos seria practico memorizar) con lo que s6lo nos falta afadir la unidad para obtener el com-
plemento al nimero dado de digitos

°Chrar = 99999 — 00147 + 1 = 99852 4+ 1 = 99853

Reciprocamente, si tenemos el complemento de un nimero, podremos conocer éste como el
complemento del complemento dado en virtud de lo dicho en el apartado anterior; ejemplo, dado
5C, = 99853:

x="Cs¢c, = °Coogsz = 99999 — 99853 + 1 = 00146 + 1 = 147

Esto es otra operacion que tendremos que hacer mentalmente con frecuencia y que resolveremos
usando los complementos a nueve.

Ampliacion y reduccion de un complemento
Supongamos conocido " C, y que deseamos obtener " C', con m > n; por definicion:
mCy,=10" —x =
=10" —-10" + 10" —xz = 10" - 10" +"C, =
=(10m " —-1)-10" +"C,

pero (10™~™ — 1) - 10™ es el numero formado por m — n nueves seguido de n ceros, por lo que ob-
tendremos " C,, simplemente anteponiendo m — n nueves a " C', ; por ejemplo:

"Cha7 = 9900000 + °C1a7 = 9900000 + 99853 = 9999853

De la misma forma, podemos reducir un complemento si podemos suprimir nueves de la izquierda
del mismo; por ejemplo, dado *C147 = 99853 , tendremos:
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3C147 = 5C1a7 — 99000 = 99853 — 99000 = 853

Significado
Si sumamos un numero a su complemento obtenemos:
r+"Cp, =2+ 10" —x = 10"

por lo que "C, en esta aritmética de n digitos se comporta como el inverso aditivo de x; es decir,
como —z, siendo, por tanto, una representacion operativa de éste ya que el 1 inicial de 10" queda
fuera del rango de digitos que vemos y s6lo nos seran visibles los n ceros que le siguen. En el ejem-
plo de cinco digitos:

147 4 °Chy7 = 147 4+ 10° — 147 = 100000 = 1{00000}

donde solo vemos los digitos entre llavecitas y por lo tanto el resultado es 0.

Suma de un complemento
Sea y > =z, calculemos la suma y + " C,; por definiciéon de "C', sera:
y+"Cp =10" + (y —z) > 10"
pero como s6lo nos resultan visibles n cifras, perdemos de vista el acarreo y el resultado que obte-
nemos es:
y+"Cr=y—x
Ejemplo: conn =5,y =200y x = 147:
200 + °Chy47 = 200 + 99853 = 1{00053} = 53 = 200 — 147
Supongamos ahora que y < x:
Y+"Co = 10"+ (y — ) = 10" — (2 — y) = "Chy < 10"

no hay desbordamiento por acarreo y lo que obtenemos es el complementario de la diferencia y — x
cambiada de signo.

Ejemplo: conn = 5,y = 100y x = 147:
100 4 °Chg7 = 100 + 99853 = 00053 = 99953 = 5Cy7 < 10°

Es decir, en ambos casos el proceso nos resuelve la diferencia y — x, pero nos presenta el resul-
tado de un modo u otro dependiendo de si este es positivo o negativo (o lo que es lo mismo, si hay
acarreo o no). En el caso de una computadora, esto requerira reservar un bit del registro para dicho
acarreo; en nuestro caso, una columna adicional del abaco o bien, en la mayoria de las ocasiones,
llevar la cuenta mentalmente de si hay o no acarreo.

Esta es la forma en la que la sustraccion puede reducirse a la adicion, tal y como mencionamos
mas arriba.
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Abacos y nimeros negativos

A continuacion veremos el modo de aplicar lo anterior sobre el dbaco con el fin de poder incluir
numeros negativos en la aritmética de cuentas.

El otro lado del abaco

Empecemos por introducir el concepto de las dos caras o lados del dbaco y como leerlas.

Complementos y el abaco moderno
Ingresemos el numero 147 alineado a la derecha en un abaco moderno (tipo 4+1) de cinco co-

lumnas:

147 en un 4+1

T T T T

Interpretamos que la disposicion de cuentas presentadas en la figura corresponde al numero 147
en las columnas CDE sin mas que sumar, para cada posicion decimal (columnas o varillas), el valor
atribuido a cada una de las cuentas activadas. Si hacemos lo mismo pero con las cuentas desacti-
vadas, obtendremos 99852, numero que se relaciona con el anterior en el sentido de que cada digito
ha sido sustituido por su complemento a 9 (dado que que la suma del valor atribuido a todas las
cuentas de una columna es nueve). Por tanto, y de acuerdo a lo tratado arriba, solo nos faltaria su-
mar 1 al niimero asi leido para conocer el complemento de 5 cifras del nimero 147 (°Cl47 = 99853

). A falta de otra denominacion, cuando hagamos esto diremos que hemos leido el Otro Lado del
abaco [Murakami 2019a] como contrapuesto a la lectura de Este Lado del abaco.

Las dos lecturas del abaco

TTTT

,Lectura en Este Lado!
9 9 8 5 3 iLectura del Otro Lado!

También, limitando la lectura, habriamos podido determinar *C147 = 9853 y 3C147 = 853.
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Reciprocamente, si tenemos °C147 = 99853 en nuestro 4baco, la lectura del otro lado nos dara
su complemento que, como sabemos, es el nlimero original 147

99853 en un abaco 4+1

|____¥

iF

e o
iLectura en Este Lado!
0 0 1 4 7 iLectura del Otro Lado!

Complementos y el abaco tradicional

Desafortunadamente, si empleamos un abaco diferente, un 5+1, 5+2 o 5+3, no podremos leer el
otro lado contando las cuentas desactivadas; tendriamos que excluir mentalmente las cuentas adicio-
nales, lo cual podria resultarnos confuso y proclive a errores. Con estos abacos resultara mas senci-
llo sustituir mentalmente cada digito de este lado por su complemento a 9 y afiadir 1 al total.

147 en un abaco 5+2
A B C D

3333"

jiLectura en Este Lado!

9 9 8 5 3 iLectura del Otro Lado!

Este es el método universal, aplicable tanto a cualquier tipo de d4baco como al calculo con papel
y lapiz, por lo que merece la pena esforzarse en seguirlo.
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99853 en un abaco 5+2
A B C D E

T

$113

22223

9 9 8 5 3 jLectura en Este Lado!
© 0 1 4 7 jLectura del Otro Lado!

Suma y Resta

Un abaco sélo soporta las operaciones de suma y resta; todo lo demds, multiplicacion, division,
raices, etc. debe reducirse a una secuencia estructurada de sumas y restas. Podremos ingresar al otro
lado desde cualquier operacion aritmética, pero siempre ocurrird cuando debamos restar de una
cantidad reflejada directamente en el dbaco otra de mayor valor dando un resultado negativo; por
ejemplo en la operacion 77 — 94 = —17. Diremos que hemos entrado en el otro lado porque a partir
de ese momento, si queremos leer el resultado representado en el abaco, deberemos leer el comple-
mento de las cuentas activas como se ha explicado arriba; que hemos salido del otro lado o vuelto a
este lado cuando los resultados a leer son positivos y podemos hacer la lectura directa de las cuentas
activas.

Veamos el ejemplo de la operacion mencionada 77 — 94 = —17:
77-94 = -17
Abaco Comentario
ABCDEF
77

(-94) |No podemos restar!

Tomamos prestado 1000 de

+1000 la nada...
1077
-94 Ahora si podemos restar

Hemos ingresado al otro
lado

>>-17 Lectura del otro lado

983

Veamos qué hemos hecho aqui. Al no poder restar 94 de 77, hemos tomado prestado de la
nada, por decirlo de alguna forma, 1000 que, afiadido a 77, nos da 1077, cantidad de la que si pode-
mos restar 94. Al afiadir 1000 y restar 94 a 77, le hemos sumado 1000 — 94 = 906 = 3Cy, a 77, por
lo que el resultado es el complemento de la diferencia seglin se ha discutido en el apartado del Mé-
todo de los complementos; es decir:
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77+ 2Coy = 3Cos_r7

que es lo unico que da sentido a tomado prestado de la nada; en realidad no estamos tomando nada
prestado (seria injustificable desde el punto de vista matematico), lo que hacemos es cambiar de
modo de operacion formando directamente sobre el dbaco el complemento 2Cyy a la par que lo su-
mamos a 77. Al cambiar de modo hemos entrado en el ofro lado y a partir de ese momento debemos
hacer las lecturas del otro lado para conocer los resultados.

Nota:
Inicialmente podra el lector afiadir fisicamente el 1 a la columna B arriba, pero deberia esfor-
zarse un no afiadir un 1 que va a ser retirado inmediatamente para ahorrar tiempo, por no
mencionar que esa columna podria estar previamente ocupada como ocurrira en Revision a la
baja desde el otro lado. Introduzca ese uno, y los que necesitara en este tipo de calculo, solo
en su mente.

Si al resultado anterior sumamos, por ejemplo, 104 tendriamos 77 — 94 4+ 104 = 87, un resulta-
do positivo:
77-94+104=-17
Abaco Comentario
ABCDEF
77
(-94) No podemos restar!

Tomamos prestado 1000 de la
nada. ..

+1000
1077
-94 |Ahora si podemos restar 94
983 Hemos ingresado al otro lado!
>>-17 |Lectura del otro lado
+104 Sumamos
1087

1009 Devolvemos lo que tomamos presta-

do de la nada
87 Hemos vuelto a este lado!

Observe el lector como al sumar 104 se produce un acarreo mas alla de la frontera de tres digitos
de los complementos que estamos usando aqui (un desbordamiento), lo cual, de acuerdo a lo expre-
sado en Método de los complementos debemos ignorar por no sernos visible, indicandonos que el
resultado es positivo y hemos vuelto a este lado del dbaco. Ignorar ese acarreo equivale al devolver
lo que hemos tomado prestado indicado en la tabla anterior.
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Nota:
Por el mismo motivo expresado en la nota anterior, deberiamos evitar llevar el acarreo fisica-
mente a la columna B; jhagamoslo s6lo en nuestra mente!

Veamos otro ejemplo. Supongamos que nos estan dictando nimeros y nos han pedido restar 94
de 77 y que ya lo hemos resuelto como acabamos de ver y en nuestro dbaco figura 983, supongamos
que ahora nos piden restar 1727 de dicho resultado...

77-94-1727=-1744
Abaco Comentario
ABCDEF
77
(-94) No podemos restar!
Tomamos prestado 1000 de

+1000 la nada...
1077
_94 Ahora si podemos restar
94
Hemos ingresado al otro
83 lado! )
>>-17 Lectura del otro lado
983
(-1727) No podemos restar!
+9 Complemento de 4 cifras
9983
_17p7 (Ahora si podemos restar

1727
8256 |Sequimos en el otro lado
>-1744 |Lectura del otro lado

Al sumar 9 en B, estamos utilizando lo dicho en Ampliacién y reduccién de un complemento y

transformamos un complemento de 3 digitos en otro de 4, lo que permite continuar la operacion y
obtener -1744. Seguimos en el otro lado y sélo podriamos salir por un acarreo a la columna B al su-
mar una cantidad suficientemente grande; por ejemplo 1744 (para comprobar que hemos leido co-
rrectamente el otro lado), deberiamos obtener 1{0000}, donde el 1 es el acarreo a B que nos saca
del otro lado y las cifras visibles (entre llaves) nos indican que el resultado es 0 en este lado.

Multiplicacion
No es de esperar que lo que sigue sea de mucha aplicacion, pero si una forma de ampliar nuestra
comprension de los nimeros complementarios y del abaco.
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Sean a y b dos enteros positivos. Deseamos formar el producto (—a) - b y para ello contaremos
con la representacion de —a en la forma de complemento:
"C, =10 —a
donde k es el nimero de digitos de a, y también contaremos con el complemento de b:
‘C,=10" -0
donde [ es el nimero de digitos de b. Formemos el producto:
p=b-"Cy=b-10"+b-(—a)=b-10" —a-b
Sumemos ahora ‘Cy, - 10* al primer y Giltimo término de la expresion anterior:
p+1Cy- 108 =1Cy-10F +b-10F —a-b=10""—b-10F+b-10F —a - b
con lo que tenemos:
p+lCy-10F =10 —a- b =0y,
es decir, la cantidad p + 'C, - 10¥ es el complemento de k + [ digitos del producto buscado.

Veamos un ejemplo: a =12 con (3C12 =88) y b=62 con (3Cs = 38); entonces sera:
(—a)-b=—12-62 = —744. Tendremos:

p=0b-FC, =62-2C15 =62 - 88 = 5456

L0y - 10F = 2044 - 10% = 3800
por lo que
p+1Cy - 10% = 5456 + 3800 = 9256

que es el complemento de cuatro cifras de a - b = 744 por lo que

(—a)-b=—744
Sobre el dbaco:
(-12) x 62 = -744
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
62 12 by a
62 88 by 2Cb

ce Multiplicacién moderna
62 5456 |p
+3800 |2Cbx10k
62 9256
>>-744 Lectura del otro lado
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Notese que, a efectos practicos, sumar ‘Cy, - 10* equivale a restar b de los digitos de la izquierda
de p

(-12) x 62 = -744

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
62 12 by a
62 88 by 2Cb

e Multiplicacion moderna
62 5456 p

Restar b tomando prestado

-62 de la nada
62 9256

>>-744  Lectura del otro lado
Division
Si la division es la operacion inversa de la multiplicacion, para dividir (—744)/62 deberemos in-
vertir los pasos dados en el apartado anterior; asi, si hemos terminado antes restando el multiplica-
dor de los digitos de la izquierda del producto, tomando prestado de la nada, empezaremos ahora

sumando el divisor a los digitos de la izquierda del dividendo acarreando a la nada. Tenemos
a = 744,b = 62; calculemos: ¢ = (—a)/b:

(-744)/62 = -12

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
62 744 ay b

62 9256 by 4C744
Sumar b acarreando a

+62 la nada
62 5456
- Divisidn moderna
62 88 Cociente
Lectura del otro
>>-12
lado

Probablemente se pregunte por qué hemos formado *C744 = 9256 en el abaco en lugar de
3Cq44 = 256 que es mas sencillo. Recuerde lo dicho para la multiplicacion: el producto nos aparece
como un complemento de £ + [ cifras donde k y [ son los numeros de digitos del multiplicando y del
multiplicador; por esto no nos sirve 3C44 aqui y necesitamos ampliar a *C+44. Puede emplear este
argumento para decidir en cada caso que complemento usar o bien seguir la siguiente:
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Regla practica:
Sume mentalmente el divisor a los digitos de la izquierda del complemento a dividir, si se
produce acarreo (a la nada), podemos proceder; en caso contrario afiada un 9 a la izquierda del
complemento a dividir y proceda.

Por ejemplo [Murakami 2019b]: —132/11 = —12, 3C}32 = 868, 868 + 110 = 0978 y no hay
acarreo pero 9868 + 1100 = 10968 si da lugar a acarreo. Procedemos entonces a dividir
968/11 = 88y, leyendo el otro lado de 88, tendremos la respuesta —12.

Otras lecturas

* Murakami, Masaaki (2019). «The Other Side of Soroban» (PDF). &Z#& Abacus: Myste-
ry of the Bead. Archivado desde el original, el 1 de Agosto de 2021.

* Tejon, Fernando; Heffelfinger, Totton (2005). «Complementary Numbers (Simplifying
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chivado desde el original, el 21 de Diciembre de 2018.
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XXIV  Otros Métodos de Multiplicacion

Introduccion

Como se expresd en el capitulo dedicado a la Multiplicacion Tradicional, el nimero de formas
posibles de realizar una multiplicacion en el dbaco puede ser muy elevado, aunque sélo una peque-
fia fraccion de ellas puedan ser facilmente desarrolladas por un operador humano y podamos consi-
derarlas practicas. No obstante, el nimero de estas formas practicas de efectuar la multiplicacion si-
gue siendo importante y de ellas s6lo hemos tratado dos en este libro: la multiplicacion moderna y
la tradicional.

Los métodos de multiplicacion usados en el dbaco pueden ser de dos categorias:

* Métodos Genéricos: permiten multiplicar dos numeros cualesquiera dados. Ejemplos: los
dos vistos hasta ahora.

* Métodos Especiales: solo son aplicables bajo determinadas condiciones; por ejemplo, cuan-
do el multiplicador es préximo a la unidad, o acaba en uno, etc.

En lo que sigue introduciremos algunos de estos métodos adicionales, pero estaremos lejos de
agotar el tema. El lector puede acudir a Otras lecturas para descubrir nuevas variantes.

Multiplicacion multifactorial

Se presentan a continuacion dos métodos generales (pueden usarse en todos los casos) para mul-
tiplicar nimeros procesando las cifras del multiplicando de izquierda a derecha; lo cual es particu-
larmente 1til cuando se han de multiplicar varios factores (multifactorial) o cuando se busca un va-
lor aproximado del producto (Véase el capitulo sobre Operaciones Abreviadas). Ejemplo:
37x47x65

Método 1

Nota:
Procure siempre dejar suficiente espacio entre multiplicando y multiplicador; especialmente si
va a multiplicar varios factores como es aqui el caso.

37x47x65, multiplicacidén multifactorial
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLMNO
47 37 Multiplicador en AB, multiplicando en NO

+12 Sumar 3x4 en LM

+21 Borrar 3 (N), sumar 3x7 en MN
47 1417

+28 Sumar 7x4 en MN

+49 Borrar 7 (0), sumar 7x7 en NO
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47 1739 Resultado en L-0
65 1739 Ahora multiplicamos por 65 en AB
+06 Sumar 1x6 en JK
+05 Borrar 1 (L), sumar 1x5 en KL
65 65739

+42 Sumar 7x6 en KL
+35 Borrar 7 (M), sumar 7x5 en LM
65 110539
+18 Sumar 3x6 en LM
+15 Borrar 3 (M), sumar 3x5 en MN
65 112459
+54 Sumar 9x6 en MN
+45 Borrar 9 (0), sumar 9x5 en NO
65 113035 Resultado en I-0

Meétodo 2

En lugar de ir borrando las cifras del multiplicando para afadir el ultimo producto parcial que le
corresponde, como hemos hecho arriba, podemos disminuir el multiplicador en una unidad y limi-
tarnos a sumar sin borrar nada; por ejemplo: 37x47

37x47, multiplicacidén multifactorial (otra forma)
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLMNO
46 37 Multiplicador menos 1 en AB, multiplicando en NO

+12 Sumar 3x4 en LM

+18 Sumar 3x6 en MN
46 1417

+28 Sumar 7x4 en MN

+42 Sumar 7x6 en NO

46 1739 Resultado en LO

Multiplicador terminado en 1

Si uno de los factores acaba en uno podemos ahorrar algin trabajo empleando el método 1 de
multiplicacion multifactorial explicado arriba. Por ejemplo, 481x76; procederiamos del siguiente
modo omitiendo el 1 final de 481:

481x76, multiplicacion especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHI
48 76 Multiplicador, omitido el 1, en AB; multiplicando en HI

S
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+28 Sumar 7x4 en EF
+56 Sumar 7x8 en FG

48 33676
+24 Sumar 6x4 en FG
+48 Sumar 6x8 en GH
48 36556 Resultado en E-I

Es decir:
*  No borramos los digitos del multiplicando
* No olvidamos que el multiplicador tiene un digito mas de los inscritos en el dbaco a la hora
de decidir donde sumar los productos parciales

Multiplicador que comienza con 1

Del mismo modo, podemos ahorrar cierto trabajo cuando el multiplicador empieza por 1 si usa-
mos la Multiplicacion Tradicional y no borramos los digitos del multiplicando. Por ejemplo,
175%73:

175x73
Abaco Comentario
ABCDEFGHI
75 73 No necesitamos el 1 en A
+15 Sumar 3x5 en HI
+21 Sumar 3x7 en GH
75 7525
+35 Sumar 7x5 en GH
+49 Sumar 7x7 en FG
75 12775 Resultado en E-I

Multiplicador ligeramente mayor que la unidad

Aclaremos antes de empezar que por multiplicador ligeramente mayor que la unidad queremos
decir que uno de los factores a multiplicar, el que sefialamos como multiplicador, es de la forma:
(14 ) - 10, con z una cantidad pequefia positiva 0 < = < 1y k cualquier entero. Es decir, que en
el ejemplo que sigue, 1.03 podria ser igualmente 103, 10300 o 0.00000103 ya que el término 10*
afecta solo a la posicion del punto decimal en el resultado y no a la secuencia de digitos que se ob-
tiene en la multiplicacion.

Dicho lo anterior, consideremos la multiplicacion: 7x1.03; podriamos realizarla usando el méto-
do moderno en la forma:
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7x1.03, multiplicacién moderna

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
103 7 Multiplicador en A-C, multiplicando en H

+07 Sumar 7x1 en IJ
+21 Sumar 7x3 en KL y borrar H
721 Resultado en J-L

Como vemos, realizar esta multiplicacion en el dbaco consiste en sumar los dos productos par-
ciales 7x1=7 y 7x3=21 en determinados lugares del abaco. No seria muy diferente usando la multi-
plicacion tradicional:

7x1.03, multiplicacién tradicional

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
103 7 Multiplicador en A-C, multiplicando en H
+21  Sumar 7x3 en JK y borrar H
+07 Sumar 7x1 en HI

721 Resultado en I-K

Reparemos en que en ambos casos tenemos que inscribir un 7 en el dbaco como resultado de su-
mar el primer producto parcial y que también tenemos que borrar un 7 correspondiente al multipli-
cando. Claramente ahorraremos cierto tiempo y trabajo si evitamos esto; lo Gnico que tenemos que
hacer es considerar que el 7 ya inscrito (multiplicando) se transforma en el 7 (producto parcial) y lo
que nos falta por hacer es simplemente afadir el otro producto parcial en el lugar correcto:

7x1.03, multiplicacidén especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
103 7 Multiplicador en A-C, multiplicando en H

+21 Sumar 7x3 en IJ]
721 Resultado en H-J

Notese que no se opera con el 1 del multiplicador, por lo que es habitual no inscribirlo en el aba-
co para s6lo tener a la vista los digitos con los que tenemos que operar; es decir repitiendo el proce-
so anterior:
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7x1.03, multiplicacién especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
003 7 Multiplicador en A-C, multiplicando en H

+21 Sumar 7x3 en IJ]
721 Resultado en H-J

Podriamos haber inscrito el 3 en la columna A (como también podriamos prescindir de inscribir-
lo), pero es recomendable, al menos al principio, ponerlo en la manera indicada en la columna C ya
que esa posicion nos guiard acerca de en qué columna tenemos que afiadir los productos parciales.
Esto sera mas claro en los casos que veremos a continuacion.

El término x del multiplicador 1 + = no tiene que ser de un solo digito; por ejemplo 7x1.137 (
x = 0.137):

7x1.137, multiplicacidén especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
137 7 Multiplicador en A-D, multiplicando en H
+07 Sumar 7x1 en HI

+21 Sumar 7x3 en 1]
+49 Sumar 7x7 en JK
7959 Resultado en H-K

Nota
Como puede verse, los productos parciales se suman, respecto del multiplicando, una posicién
a la izquierda comparado con la multiplicacion tradicional y dos comparado con la moder-
na. jTéngalo en cuenta a la hora de determinar la varilla o columna unidad!

Extendamos ahora este procedimiento a multiplicando de varios digitos; por ejemplo:
123x%1.075=132.225, donde procederemos digito a digito del multiplicando y de derecha a izquier-
da:

123x1.075, multiplicacion especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
75 123 Multiplicador en A-D, multiplicando en H
+21 Sumar 3x7 en KL
+15 Sumar 3x5 en LM
75 123225
+14 Sumar 2x7 en JK
+10 Sumar 2x5 en KL
75 124725
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+07 Sumar 1x7 en IJ]
+05 Sumar 1x5 en JK
75 132225 Resultado en H-M

Pero no nos engafiemos, este no es un método general de multiplicaciéon y podemos encontrar-
nos con dificultades; por ejemplo:394x1.075=423.550, en este caso se puede resolver facilmente
usando un 4baco tradicional 5+2 gracias a sus cuentas adicionales que nos permitiran hacer frente al
desbordamiento:

394x1.075, multiplicacion especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
75 394 Multiplicador en A-D, multiplicando en H
+28 Sumar 4x7 en KL
+20 Sumar 4x5 en LM
75 394300
+63 Sumar 9x7 en JK
+45 Sumar 9x5 en KL
75 391050 jDesbordamiento!
+63 Sumar 3x7 en IJ
+45 Sumar 3x5 en JK
75 313550 jDesbordamiento!
75 423550 Resultado normalizado en H-M

pero este problema seria especialmente dificil en un dbaco moderno 4+1. Mds atin, si = es grande,
digamos de aproximadamente 0.2, las cosas son complicadas con cualquier tipo de abaco; por lo
que este método de multiplicacion es limitado. No obstante supone una considerable simplificacion
en algunos casos y resulta especialmente indicado para tratar operaciones con pequefios porcentajes.

Multiplicador ligeramente menor que la unidad

Al igual que en la seccion anterior y por idéntico motivo, como multiplicador ligeramente me-
nor que la unidad queremos decir que es de la forma: 1 — z, con x una cantidad pequefia positiva
0 < z < 1y k cualquier entero.

Consideremos ahora la multiplicacion: 7 x 0.97; podriamos realizarla usando el método mo-
derno o tradicional, pero es mas sencillo considerar 7 x 0.97 =7 x (1 —0.03) =7 — 7 x 0.03, de
modo que al 7 ya puesto en el dbaco solo tendremos que restarle el producto 7 x 0.03 en el lugar
adecuado:
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7x0.97, multiplicacién especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
3 7 Multiplicador en A-C, multiplicando en H
-21 Restar 3x7 de EF
3 679 Resultado en D-F
Nota:

En este tipo de multiplicacion no perdamos de vista que la cantidad anotada en el abaco como
multiplicador (el 3 en C en el caso anterior) es una cantidad negativa. Esto es lo que justifica
que restemos productos parciales en lugar de sumarlos.

Comparese el trabajo realizado con el necesario para realizar la multiplicacion moderna o tradi-
cional de 7x0.97. Otro ejemplo con multiplicando de varias cifras:

999 x 999 = 1000 x 999 x (0.999) = 1000 x 999 x (1 — 0.001) = 998001

999x999, multiplicacidén especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
1 999 Multiplicador en A-C, multiplicando en H-J
-09 Restar 9x1 de LM
-09 Restar 9x1 de KL
-09 Restar 9x1 de JK
1 998001 Resultado en H-M

Obsérvese como hemos trabajado las cifras del multiplicando de derecha a izquierda.

Del mismo modo que la multiplicacion del apartado anterior, el término = no esta limitado a una
cifra; por ejemplo: 7 x 0.987 = 7 x (1 — 0.013) = 6.909:

7x0.987, multiplicacién especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
13 7 Multiplicador en A-D, multiplicando en H

-07 Restar 7x1 de IJ]
-21 Restar 7x3 de JK
13 6909 Resultado en H-K

En este caso tras restar 7x1 de IJ tenemos que memorizar la cifra 7 para continuar.

En el siguiente ejemplo, tanto multiplicando como multiplicador tienen més de un digito:

S
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37x0.987, multiplicacion especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
13 37 Multiplicador en A-D, multiplicando en H

-09 Restar 7x1 de 1]
-09 Restar 7x3 de JK
13 36909
-03 Restar 3x1 de 1]
-09 Restar 3x3 de JK
13 36519 Resultado en G-K

Obsérvese como hemos trabajado las cifras del multiplicando de derecha a izquierda y las del multi-
plicador de izquierda a derecha.

Multiplicacion redondeando el multiplicador a multiplo de
una potencia de 10

El método anterior puede generalizarse en cierta forma cuando el multiplicador puede redon-
dearse a un multiplo de una potencia de 10. Por ejemplo, 37 x 27997 que puede escribirse:

37 x (28000 — 3) = 37 x 28000 — 37 x 3 y podemos hacer las dos multiplicaciones y restarlas en
la misma operacion:

37x27997, multiplicacidn especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
28 3 37 Multiplicador en A-E, multiplicando en HI
+14 Sumar 7x2 en JK

+56 Sumar 7x8 en KL
-21 Restar 7x3 de NO
28 3 37195979
28 3 3 195979 Borrar 7 en I
+06 Sumar 3x2 en IJ
+24 Sumar 3x8 en JK
-09 Restar 3x3 de MN
28 3 31035889
28 3 1035889 Borrar 3 en H, resultado en I-0

Nota:
28 en AB es positivo, 3 en E es negativo.
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Como puede verse, el proceso indicado es mucho mas breve que la multiplicacion directa de
37%27997.

Elevacion al cuadrado

La potenciacion es un ejercicio reiterado de multiplicacion por el mismo factor. Asi, por ejem-
plo, 3474 = 347 x 347 x 347 x 347, lo que significa que, desde el punto de vista del calculo ma-
nual, se trata de una operacion tediosa incluso con pequefios valores del exponente. En lo que sigue
nos limitaremos a la elevacion al cuadrado, operacion que puede simplificarse algo con ayuda del
binomio de Newton [Hosking,Ogawa & Morimoto 2018]:

(a+b)* = a® + 2ab + b?

Probablemente encontrara esto util si se decide a extraer raices cubicas con el Método de New-
ton.

Caso de numero de dos cifras
Ejemplo: 482 = 3204

48 =40+8 por lo que tomaremos a=40=4-10 y b=8; por lo que
482 =16 - 102 4+ 2 - 32 - 10 + 64, lo cual puede llevarse al dbaco de dos formas distintas: trabajan-
do de derecha a izquierda o de izquierda a derecha

Cuadrado de 48, de derecha a izquierda
Abaco Comentario

ABCDEFGHI
48
+64 Sumar 872=64 en HI
+32 Sumar 8x4=32 en GH
+32 Sumar 8x4=32 en GH una segunda vez
+16 Sumar 472=16 en FG
48 2304 resultado en F-I

Nota:
No es necesario introducir la base 48 en el dbaco.

Cuadrado de 48, de izquierda a derecha
Abaco Comentario
ABCDEFGHI
48
+16 Sumar 472=16 en FG
+32 Sumar 8x4=32 en GH
+32 Sumar 8x4=32 en GH una segunda vez

S
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+64 Sumar 872=64 en HI
48 2304 resultado en F-I

Caso de numero de tres o mas cifras
Ejemplo: 438% = 191844

En este caso, para trabajar de derecha izquierda tomaremos: a = 430 = 43 - 10y b = §; lo cual
exigira la evaluacion de 432 por el procedimiento anterior

Cuadrado de 438 de derecha a izquierda
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJK
438
+64 Sumar 872=64 en JK
+24 Sumar 3x8=24 en IJ
+24 Sumar 3x8=24 en IJ una segunda vez
+32 Sumar 478=32 en HI
+32 Sumar 478=32 en HI una segunda vez
438 6944 Ahora sumamos a”2=43"2 a partir de I
+09 Sumar 372=09 en HI
+12 Sumar 4x3=12 en GH
+12 Sumar 4x3=12 en GH una segunda vez
+16 Sumar 472=16 en FG
438 191844 Resultado en F-K

y para trabajar de izquierda a derecha: a = 400 = 4 - 10% y b = 38; lo cual exigira la evaluacién de
382 por el procedimiento del apartado anterior

43872=191844, de izquierda a derecha

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
438
+16 Sumar 472=16 en FG
+12 Sumar 4x3=12 en GH
+12 Sumar 4x3=12 en GH una segunda vez

+32 Sumar 478=32 en HI
+32 Sumar 478=32 en HI una segunda vez
438 1904 Ahora sumamos b"2=38"2 a partir de I
+09 Sumar 372=09 en HI
+24 Sumar 3x8=24 en 1]
+24 Sumar 3x8=24 en IJ una segunda vez
+64 Sumar 872=64 en JK

S
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438 191844 Resultado en F-K

De la misma forma podemos trabajar con nimeros con un numero mayor de cifras; por ejemplo
cinco, lo que exigiria calcular:

el cuadrado de un numero de cuatro cifras,
lo que exigiria a su vez calcular el cuadrado de un niimero de tres cifras,
lo que exigiria a su vez calcular el cuadrado de un numero de dos cifras,

Estos cuadrados debera empezar a calcularlos dos columnas a la derecha del cuadrado anterior si
trabaja de izquierda a derecha, a la izquierda si trabaja de derecha a izquierda.

Valores aproximados

Hemos visto en los ejemplos anteriores que podemos elevar un niimero al cuadrado trabajando
en cualquiera de las dos direcciones: de izquierda a derecha y de derecha a izquierda. En principio,
ambas formas de trabajo son equivalentes e inicialmente deberiamos practicar las dos aunque al fi-
nal nos acabemos decantando por la que nos resulte més facil. Hay sin embargo una situacion en la
que la simetria de ambos procedimientos se rompe y so6lo podremos seguir un camino: cuando de-
seemos conocer so0lo una aproximacion al cuadrado y queramos abreviar la operacion, tendremos
que trabajar de izquierda a derecha.

Un ejemplo de la situacion descrita podria ser el siguiente. Deseamos calcular la raiz quinta de
2500 siguiendo el Método de Newton. Imaginemos que ya hemos obtenido una aproximacion de
dos cifras (4.8) a dicha raiz y queremos mejorarla con una nueva iteracion siguiendo
Tpy1 = (dzg + A/x}) /5 con A = 2500y zy, = 4.8. Pero z tiene 7 cifras (5308416) y no las nece-
sitamos todas dado que si nuestra raiz actual tiene dos digitos significativos no podemos esperar
mas de cuatro en la nueva aproximacion, por lo que conocer 4-5 cifras de z} es suficiente y desea-
mos abreviar los calculos en lo posible. supongamos que ya hemos obtenido 4.82 = 2304 como ya
hemos hecho arriba, entonces continuariamos:

4.8%4, aproximado

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
2304
+04 Sumar 272=04 en FG
+06 Sumar 2x3=06 en GH
+06 Sumar 2x3=06 en GH una segunda vez

+08 Sumar 2x4=08 en I]
+08 Sumar 2x4=08 en IJ una segunda vez
2304 5216 Ahora sumamos b"2=304"2 a partir de I
+09 Sumar 372=09 en HI

S
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+12 Sumar 3x4=12 en JK
+12 Sumar 3x4=12 en JK una segunda vez
2304 53084 y podemos cortar aqui

Con lo que ya tenemos los primeros digitos de 4.8 y podemos ahorrar algun trabajo. Esto solo
podemos lograrlo trabajando de izquierda a derecha.
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XXV  Otros Métodos de Divisidn

Introduccion

Se presentan a continuacion algunos métodos especiales de division que nos permitirdn ahorrar
cierta cantidad de trabajo en determinadas circunstancias.

También presentamos un método general, el de division con cociente excesivo, valido en todos
los casos y que usaremos en conjuncion con los métodos elementales de division (moderno o tradi-
cional). En realidad, este método, mas que un método de division en si mismo, puede considerarse
como la imagen especular de los métodos habituales en e/ otro lado del dbaco, donde podremos en-
trar y salir a voluntad para trabajar con restos negativos si encontramos alguna ventaja en ello. En
todo caso, serd un buen banco de prueba para nuestra comprension del proceso de division.

Divisor ligeramente mayor que la unidad

Al igual que hicimos en el caso de la multiplicaciéon por un niimero ligeramente mayor que la
unidad, aclaremos antes de empezar que por divisor ligeramente mayor que la unidad queremos de-
cir que éste es de la forma: (1 + ) - 10%, con z una cantidad pequefia positiva 0 < = < 1y k cual-
quier entero. Es decir, que en el ejemplo que sigue, 1.03 podria ser igualmente 103, 10300 o
0.00000103 ya que el término 10* afecta solo a la posiciéon del punto decimal en el resultado de la
division y no a la secuencia de digitos que obtendremos en el proceso.

El punto clave de esta division es que, en la mayoria de los casos, el primer digito del dividendo
se corresponde con el digito del cociente por ser el divisor proximo a la unidad [Kojima 1963], y
que dicho digito desaparecera del dividendo cuando restemos el producto de la cifra del cociente
por el divisor para establecer el resto. Por lo tanto, ahorraremos trabajo si en lugar de borrar ese di-
gito del dividendo y escribir el mismo en otra parte como cociente, lo reciclamos y lo consideramos
convertido en cociente; por ejemplo: 7416+103

7416+103, division especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK

3 7416 7 como digito del cociente
-21 Restar 7x3 de HI

3 7206 2 como digito del cociente
-06 Restar 2x3 de IJ

3 72 Resto nulo, resultado en GH

donde hemos abreviado la escritura del divisor omitiendo el 1 por no intervenir en los calculos. N6-
tese que, con la posicion del cociente relativa a la posicion del dividendo, esta division no se ha rea-
lizado ni con la disposicion moderna de la division (MDA) ni con la tradicional (TDA), sino con
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una nueva disposicion que es la inversa abacistica de 1la multiplicacién con Multiplicador ligera-
mente mayor que la unidad:

72x103, multiplicacidn especial

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
3 72
+06 Sumar 2x3 en 1]
3 7206

+21 Sumar 7x3 en HI
3 7416 Resultado en G-J

Noétese también que la cantidad x no tiene por qué limitarse a un digito:

3696+112, division especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJK
12 3696 3 como digito del cociente
-3 Restar 3x1 de H
-06 Restar 3x2 de HI
12 3336 3 como digito del cociente
-3  Restar 3x1 de I
-06 Restar 3x2 de 1]
12 33 Resto nulo, resultado en GH

Pero x si tiene un limite borroso en cuanto al mayor valor que puede tomar; es dificil seguir este
procedimiento abreviado de dividir si z > 0.2.

Por otro lado, no siempre se cumplira lo dicho arriba de que el primer digito del dividendo se
corresponda con el digito del cociente como ha ocurrido en los ejemplos anteriores, con frecuencia
necesitaremos revisar a la baja dicho cociente. Por ejemplo: 8034+103, inicialmente supondriamos
que la cifra del cociente es 8, pero rapidamente veremos que 8 es excesivo y que la cifra del cocien-
te a emplear es 7. Para tratar con esta situacion, supondremos que el 1 que nos sobra del primer di-
gito del dividendo forma parte de la columna siguiente como desbordamiento y lo trataremos como
tal; por ejemplo, con un abaco tradicional con cuentas adicionales podriamos cambiar el plantea-
miento inicial:



por este otro

y proceder:

XXV Otros Métodos de Division 303

8034+103, disposicion inicial

A B C

D

E F G H I K J

© 06 3 06 06 06 8 0 3 4 0

8034+103, disposicion modificada

A B C

D

E F G H I K J

© 06 3 06 6 06 7 T 3 4 0

8034+103, divisiodn especial

Abaco
ABCDEFGHIJK
3 8034

-24
3 7734
-21
3 7824
-24
3 78

8 como digito
Restar 8x3 de
Transformamos
Restar 7x3 de
8 como digito
Restar 8x3 de

Comentario

del cociente

HI
el
HI

i Excesivo!
dividendo, 7 como digito del cociente

del cociente

IJ

Resto nulo, resultado en GH

Otra forma de tratar con el desbordamiento seria:

8034+103, divisioén especial

ABCDEFGHIJK

3

3

Abaco

Comentario

8034 8 como digito del cociente
Restar 8x3 de HI jExcesivo!
no importa, restamos de todos modos (Nota)

-24
7794

S


https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-lw.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-8.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-4.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-rw.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-lw.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-7.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-T.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-4.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Suanpan-rw.png

304 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

+3 devolvemos lo restado en exceso
3 7824 8 como digito del cociente

-24 Restar 8x3 de 1]
3 78 Resto nulo, resultado en GH

Nota:
Al tomar el 8 inicial como cociente (y considerarlo suprimido del dividendo) hemos restado
8%103 de la cabecera del dividendo, pero esto es excesivo ya que el verdadero cociente es 7 y
deberiamos haber restado 7x103; es decir 103 menos, por lo que habra que devolver esta
cantidad. En realidad, el 103 restado en exceso lo hemos restado tomando prestado de la
nada (ver capitulo sobre nimeros negativos, el 79 que aparece en las columnas HI representa
a-21); por lo que al sumar el 100 de 103, restituimos (a la nada) el uno que hemos tomado
prestado y solo nos falta devolver el 3 (-21+103=82 en HI). Consulte también los aparta-
dos: Revision a la baja desde el otro lado y Divisidon con cociente excesivo.

Para terminar este apartado afiadimos un ejemplo extremo, en el que x = 0.3, para mostrar la
clase de dificultades que surgen si  no es pequefio. Es interesante comprenderlo bien porque en
ocasiones también pueden surgir estas dificultades con valores mas moderados de x y conviene sa-
ber salir del paso. Para tener més claro qué es lo que se va a hacer, conviene tener presente la divi-
sion 10257 + 13 resuelta por el método moderno:

10257/13 = 789, método moderno
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJ
13 10257
13 710257 Probar 7 como cociente
-07 Restar 7x1 de FG
-21 Restar 7x3 de GH
13 7 1157
13 781157 Probar 8 como cociente
-08 Restar 8x1 de GH
-24 Restar 8x3 de HI
13 78 117
13 789117 Probar 9 como cociente
-09 Restar 9x1 de HI
-27 Restar 9x3 de IJ
13 789 Resto nulo. Cociente:789

A continuacion sigue la division hecha por este método especial. Lo que hacemos es, fundamen-
talmente, lo mismo que con la division moderna pero los cocientes son anotados dos columnas a la
derecha, lo que resultara confuso al principio.
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10257/13 = 789, divisidn especial

Abaco
ABCDEFGHIJ
3 10257
3 00257
-27
3 7557
3 00257
-24
3 7857
3 00257
-21
3 8157
3 7157
-27
3 7887
3 7157
-24
3 7917
3 7817
-27
3 789
Nota 1:

Comentario

Considerar 1 en F como desbordamiento (nota 1)
Probamos 9 como cociente

Restar 9x3 de GH

Excesivo, queda 7 en G

Probamos 8 como cociente
Restar 8x3 de GH
Excesivo, queda 7 en G

Probamos 7 como cociente

Restar 7x3 de GH

Cabe, columna H desbordada (nota 2), seguimos
Probamos 9 como cociente

Restar 9x3 de HI

Excesivo, queda 8 en H

Probamos 8 como cociente
Restar 8x3 de HI
Cabe, columna I desbordada (nota 3), seguimos

Probamos 9 como cociente
Restar 9x3 de IJ
Cabe, resto nulo, hecho.

Segun la técnica que estamos tratando, la primera cifra del dividendo es una pista a la cifra del
cociente que tenemos que intentar, pero en este caso no sirve porque 10 entre 13 no cabe y te-
nemos que pensar en 102/13 que nos lleva a una cifra alta. Por eso conviene pensar que el 1
inicial es el desbordamiento de la columna de la derecha; o lo que es lo mismo, que el primer
digito del dividendo es 10 en G. En un 4baco tradicional seria mas sencillo entender el proce-
s0 ya que cambiariamos el dividendo de esto:

TITTT
FTITET
1133
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a esto otro:

G

are

3
2

Ahora, el primer digito del dividendo (10 en G) deberia guiarnos a la cifra de cociente que de-
bemos intentar; pero, no sirviendo 10 por lo que acabamos de decir, ensayamos 9. Pero 9 re-
sulta excesivo ya que al sustraer 9x3 de GH nos quedaria 7 en lugar de 9 en G; por lo que pa-
samos a intentar 8§ como cociente, que tampoco nos sirve por idéntico motivo, y luego 7.

Nota 2:

Nos sirve 7 como cociente porque, tras restar 7x3 de GH, nos quedaria 8 en G que puede ser
interpretado como 7 (la cifra del cociente) mas el desbordamiento de la columna H. En un

abaco tradicional tendriamos:
H
;

7 11 5

G

> I -
oo b4 -

Nota 3:
Aqui ocurre lo mismo que en el caso anterior. Nos sirve 8 como cociente porque, tras restar

8x3 de HI, nos quedaria 9 en H que puede ser interpretado como 8 (la cifra del cociente) mas
el desbordamiento de la columna I.En un ébaco tradicional tendriamos:

Hi

G H

- 41 -

8 11 7
La clave:
Al probar un cociente y restar el producto de esa cifra del cociente por x pueden ocurrir tres
cosas:
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* En la columna del cociente aparece una cifra menor que la del cociente que estamos
probando. La cifra del cociente es excesiva y tenemos que probar otra mas baja.

* Enla columna del cociente aparece la cifra que estamos probando. Entonces, todo ha
ido bien y podemos continuar la division.

* En la columna del cociente aparece la cifra que estamos probando mas 1. Todo ha ido
bien, la cifra probada del cociente era correcta, pero la unidad de mas indica que la co-
lumna de la derecha (resto) estd desbordada y deberemos ensayar cifras altas para el
siguiente digito del cociente. En un ébaco tradicional quitariamos el uno que sobra de
la cifra del cociente y sumariamos 10 a la columna de la derecha (como en los diagra-
mas anteriores); en un abaco moderno tenemos que hacerlo mentalmente.

Como puede verse, lo que se pierde en este método cuando = no es pequefio es la simplicidad de
que la primera cifra del resto sea un buen indicador de la cifra del cociente a ensayar.

Divisor ligeramente menor que la unidad

Al igual que en la seccion anterior y por idéntico motivo, como divisor ligeramente menor que
la unidad queremos decir que es de la forma: (1 — x) - 10%, con x una cantidad pequefia positiva
0 < z < 1y k un entero arbitrario. También, como en el método anterior, al ser el divisor proximo a
la unidad se tendra que en la mayoria de los casos la primera cifra del dividendo coincidird con la
del cociente que deberemos probar; por lo que el principal trabajo a realizar en éste método serd la
determinacion del resto o siguiente dividendo.

Sia es el dividendo, b el divisor y ¢ un cociente, se cumplira:

a=q-b+r
donde 7 es el resto asociado al cociente ¢. Introduzcamos ahora b = (1 — x)
a=q-1—-x)+r=q—q-z+r
por lo que
r=a—q+q-x
Ejemplo: 403/97 = 403/(100 — 3) = 4.03/(1 — 0.03), cociente 4 entonces:
r=403—-4+44-0.03=0.15
y, como puede verse, el efecto de —g enr = a — ¢ + ¢ - x es el de cancelar el primer digito del divi-

dendo, por lo que bastard sumar ¢ - x a lo que queda del dividendo para obtener el resto (o nuevo di-
videndo) r y poder continuar con la division si procede.

403+97=4.03+(1-0.03)
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMN Como divisor sélo anotamos la parte negativa
3 403 4 como cociente
+12 Sumar 4x3 en GH
3 415 1 como cociente
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+03 Sumar 3x3 en HI
3 4153 5 como cociente
+15 Sumar 5x3 en IJ
3 41545 4 como cociente

+12 Sumar 4x3 en JK
3 415462 6 como cociente
+18 Sumar 6x3 en KL
3 4154638 3 como cociente
+09 Sumar 3x3 en LM
3 41546389 8 como cociente
+24 Sumar 8x3 en LM
3 415463814 Desbordamiento!
+1 Revisar L al alza
-97
3 415463917 Etc. cociente en F-L, resto en MN

Este método es llamado también: Division por numeros complementarios [Murakami
2019c¢]. Al igual que el método anterior, este método es dificil de seguir si x es grande, el limite (bo-
rroso) es  ~ 0.2. Por supuesto, z no esta limitado a un digito.

1056+88=1056/(100-12)
Abaco Comentario
ABCDEFGHI
12 1056 1 como cociente
+12 Sumar 1x12 a GH
12 1176 1 como cociente
+12 Sumar 1x12 a HI
12 1188
+1 Revisar G al alza
-88
12 1200 Resto nulo, resultado en FG

Division redondeando el divisor a multiplo de potencia de 10

La presente técnica, que puede considerarse una extension de la anterior, se usara en conjuncioén
con la division normal, moderna o tradicional, con divisores ligeramente inferiores a una multiplo
de una potencia de 10; por ejemplo 4997 que puede ponerse como 5000-3. Al escribirlo e esta for-
ma, con una parte positiva y otra negativa, reducimos el nimero de cifras diferentes de cero por las
que multiplicar y restar; reduciéndose el nimero de operaciones a efectuar.
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164901+4997=164901+(5000-3), division moderna especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM Divisor en A-D. A es positivo, D es negativo!
5 3 164901 16+5 -> 3
5 3 3164901
-15 Restar 3x5 de HI
+09 Sumar 3x3 en KL
5 3 3 14991 14+5 -> 2
5 3 3214991
-10 Restar 2x5 de 1]
+06 Sumar 2x3 en LM
5 3 32 4997 Revisar al alza H
+1
-4997
5 3 33 Resto nulo, resultado en GH

o bien, con la divisién tradicional:

164901+4997=164901+(5000-3), divisién tradicional especial
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM Divisor en A-D. A es positivo, D es negativo!
5 3 164901 Regla 1/5>2+0
5 3 264901
+06 Sumar 2x3 en KL
5 3 264961 Revisar H al alza
+1
-4997
5 3 314991 Regla 1/5>2+0
5 3 324991
+06 Sumar 2x3 en LM
5 3 324997 Revisar I al alza
+1
-4997
5 3 33 Resto nulo, resultado en HI

En ambos casos, se ha reducido el nimero de digitos no nulos del divisor de 4 a dos, por lo que
la division nos cuesta solo la mitad de trabajo. Por supuesto, la parte negativa del divisor no esta
restringida a un digito... jni la positiva tampoco!
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1077736+48988=1077736+(49000-12)
Divisidn tradicional
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNOP
49 12 1077736 Regla: 1/4>2+2
49 12 2277736
-18 Restar 2x9 de KL
+24 Sumar 2x12 en NO
49 12 2 97976
49 12 2297976 Revisar K al alza dos veces
+24 Sumar 2x12 en OP (Nota)
-98 Restar 2x49 de LM
49 12 22 Resto nulo, resultado en JK

Nota:
Aqui se procesa primero la parte negativa para evitar que el dividendo se haga temporalmente
negativo; pero no hay ningun inconveniente en seguir el orden habitual y usar el ofro lado del

abaco.
1077736+48988=1077736+(49000-12)
Division tradicional y nimeros negativos
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNOP

Terminacién alternativa
49 12 2297976 Revisar K al alza dos veces
-98 Restar 2x49 de LM
49 12 2199976 En el otro lado!
>>>-24 |Lectura: -24
+24 Sumar 2x12 en OP

49 12 22 gﬁ gzelta a este lado. Resto nulo, resultado

Revision a la baja desde el otro lado

Revisar a la baja un cociente provisional cuando estamos trabajando la obtencion del nuevo di-
videndo (resto) es siempre algo un tanto molesto por requerir una atencion extra. Tenemos que

1. disminuir en una unidad la cifra del cociente,

2. devolver al resto lo que hemos restado en exceso por haber adoptado un cociente excesivo y

3. continuar normalmente a partir de ahi.
Una secuencia de operaciones que se presta facilmente a que cometamos algun error. Por ejemplo,
en el caso de la division 1479889+37, que también veremos en el apartado siguiente, suponiendo
que por error de apreciacion usamos 4 como cifra del cociente a probar en lugar de la correcta (3):
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1479889+37, revisioén a la baja normal
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLMN

37 1479889 14/3->4

37 41479889

-12 Restar 4x3 de FG
37 4 279889
-28 i Excesivo!
-1 Revisar E a la baja
37 3 279889
+3 Devolver lo restado de mas
37 3 579889
-21 Continuar normalmente, restar 3x7 de GH
37 3 369889
Etc.

Una alternativa conceptualmente mas sencilla, aunque quizés algo mas larga, es no interrumpir
la obtencion del resto, forzar la sustraccion aunque nos lleve transitoriamente al otro lado o reverso
del dbaco (nimeros negativos); esto no sera un problema ya que volveremos a este lado o anverso
del abaco (numeros positivos) inmediatamente. Por ejemplo, en la division anterior:

1479889+37, revision a la baja desde el otro lado
Abaco Comentario

ABCDEFGHIJKLMN

37 1479889 14/3->4

37 41479889

-12 Restar 4x3 de FG
37 4 279889
-28 iExcesivo!, forzamos al otro lado
37 49999889 -1 en F-H (!)
-1 Revisar E a la baja
37 39999889
+37 Sumar el divisor (omitir acarreo)

37 3 369889 iHemos salido del otro lado!
Continuar divisién

Como puede verse, al permitirnos entrar al otro lado no hemos interrumpido la secuencia normal
de operaciones, aunque normalmente moveremos mas cuentas por este camino. Segun los gustos
personales esto podria resultarnos mas comodo. Pruébelo y decida.
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Division con cociente excesivo

Fundamento

Reflexionemos de nuevo sobre la division. Cuando tratamos de resolver una divisién a /b, busca-
mos un cociente ) = a/b tal que

a=@0-b (Ecuacion XXV.1)
Para ello, en los métodos elementales del calculo escrito o todos los que hemos desarrollado hasta
ahora para el dbaco, seguimos una técnica iterativa basada en la division con resto que nos permite
acceder a un nuevo digito de () en cada paso. La division con resto nos dice que ¢ es un cociente de
a/bsi

a=q-b+d (Ecuacion XXV.2)
donde
d=a—q-b (Ecuacion XXV.3)

es el resto de la division. Sin duda el lector habra notado que con estas definiciones cualquier nu-
mero arbitrario ¢ sirve como cociente de a/b ya que siempre podemos calcular el resto d usando la
expresion 3 de forma que la expresion 2 se satisfaga. Por tanto, un método de division paso a paso
basado en la division con resto dependera de una juiciosa eleccion de una serie de cocientes
q1,92,qs3, - - - tal que los correspondientes restos dy, ds, ds, - - - sean progresivamente mas pequefio;
que tiendan a cero

dy,ds,ds, -+ —0 (Ecuacion XXV.4)
con lo que los cocientes tenderan a ()
q1,92,q3, " — Q (Equation XXV.5)

La forma de actuar, en un método paso a paso, para ir obteniendo sucesivamente los digitos de ()
sera elegir el ¢; de entre unos candidatos adecuados que haga minimo el resto

dl =a—qp- b
sin hacerlo negativo. Los candidatos a g; seran de la forma un digito del 1 al 9 multiplicado por una

potencia de 10 (lo veremos en el ejemplo que sigue). Tras esto, repetimos el proceso con el nuevo
dividendo (el resto) d; obteniendo ¢4; y un nuevo resto:

dy =dy —qa1-b
con lo que sera:
g2 = q1 + qa1
si repetimos ahora para do, obtenemos q42 y
d3 =dz —qaz b
g3 = q2 +qd2 = g1 + ga1 + qa2

y asi hasta que el resto sea nulo y
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Q=q +qa1 +qaz+ -+ qan
o decidamos terminar con cierta aproximacion
Q~q+qa+qa2+ -+ qan

Veamos un ejemplo para aclarar lo anterior, la division 1479889 /37: Como valor de ¢ elegire-
mos de entre los valores 10000, 20000, - - - , 90000 el que haga minimo el resto d; sin entrar en la
zona negativa; de acuerdo a la tabla:

ql dl
10000 1109889
20000 739889
30000 369889
40000 -111
50000 -370111
60000 -740111
70000 -1110111
80000 -1480111
90000 -1850111

la eleccion corresponde a ¢; = 30000 y el nuevo dividendo d; = 369889. A continuacion repetire-
mos el proceso partiendo de d; para obtener q41, 42, - - -, teniéndose:

Cocientes Restos
ql: 30000 gl: 30000 dl: 369889
qdl: 9000 g2: 39000 d2: 36889
qd2: 900 g3: 39900 d3: 3589
qd3: 90 q4: 39990 d4: 259
qd4: 7 g5: 39997 d5: 0

por lo que el numero 1479889 era divisible por 37 y el cociente exacto es:
Q=¢q5=q1+qa+ -+ qaa = 39997

Esto es basicamente lo que hacemos con cualquiera de los métodos de division vistos hasta aho-
ra como la divisiéon moderna o la tradicional.

Ahora tratamos de lo fundamental en relacion al nuevo método de division con cociente excesi-
vo [Murakami 2019d] que vamos a introducir. En lo anterior, la restriccion de elegir el minimo res-
to positivo es artificial e innecesaria. Que el resto sea minimo si es esencial para que podamos acer-
carnos a (), pero que sea positivo es consecuencia unicamente de que, normalmente, nos ensefian a
dividir antes de hablarnos de nimeros negativos, y de la larga tradicion que procede de los tiempos
en que los numeros negativos eran mal comprendidos y poco usados. Si quitamos esta restriccion y
en su lugar elegimos el minimo en valor absoluto de los restos, admitiendo que tanto estos como
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los cocientes puedan ser negativos, podemos llevarnos una agradable sorpresa. En el caso del ejem-
plo, tomando ¢; = 40000 nos lleva a:

Cocientes Restos
ql: 460000 gl: 40000 dl: -111
qdl: -3 g2: 39997 d2: 0

Lo cual es muchisimo mas breve

Podemos llevar esta forma de trabajar al abaco si nos permitimos entrar y salir del ofro lado del
abaco; es decir, usar restos y cocientes negativos. Podemos entrar y salir del otro lado a voluntad,
simplemente eligiendo un cociente excesivo (una unidad mayor que el requerido) positivo o negati-
vo.

Entraremos al otro lado:
cada vez que al forzar la sustraccion necesitemos tomar prestado de la tltima cifra del cocien-

te
Saldremos del otro lado:

cada vez que al forzar la sustraccion de cantidades negativas (adicidn, por ser los cocientes
negativos) necesitemos acarrear a la ultima cifra del cociente

Ejemplos

1479889+37, division con cociente excesivo
(Divisidén moderna)

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKL
37 1479889 14/3->4
37 41479889

-12 Restar 4x3 de FG
37 4 279889
-28 Restar 4x7 de GH

37 39999889
>>>-111 Otro lado, -11/3->(-3)

-3
37 39996889

+09 Restar -3x3 de JK (sumar 3x3)
37 39996979

+21 Restar -3x7 de KL (sumar 3x7)

37 39997000 Este lado, resto nulo, cociente en E-I
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Podemos también usar la division tradicional, pero tengamos en cuenta que una regla de divi-
sion a/b>c+d, en el otro lado, se transforma en -a/b>(9-¢)-d, es decir, sustituimos el primer digito
del dividendo por el complemento a nueve de ¢ y restamos d del siguiente digito (en el ejemplo de
abajo 1/3>3+1 se convierte en -1/3>6-1). Podriamos hablar por tanto de reglas de division negati-
vas.

1479889+37, divisién con cociente excesivo
(Division tradicional)

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMN
37 1479889 Regla: 1/3>3+1
37 3579889
-12 Restar 3x3 de FG
37 3369889
+1 Forzamos la entrada al otro lado
-37
37 3999889
>>>-111 Regla: -1/3>6-1 (otro lado)
37 3999679

+21 Sumar 3x7 a KL
37 3999700 iHemos salido del otro lado!
Resto nulo, cociente en F-J

¢Cuando usar el método?

El método de division por cociente excesivo no es un método especial en el sentido de que solo
sea aplicable bajo determinadas circunstancias; se trata de un método general, avanzado, aplicable
en todos los casos. Que sea practico o no, eso ya es otra cuestion que quizas tenga algo de personal;
lo que esté claro es que, con su practica, se puede alcanzar un grado de comprension de la operacion
de division que no seria posible practicando s6lo los métodos elementales moderno o tradicional.

De los ejemplos anteriores, se deduce que el método seré practico cuando el dividendo sea solo
ligeramente menor que el divisor, lo que permite augurar algunos nueves seguidos en el cociente y
un célculo mas breve. Por ejemplo: 998001+999, el primer dividendo 998 es casi igual al divisor
999, una buena oportunidad de entrar al otro lado:

998001+999, usando cociente excesivo
Divisidon moderna

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
999 998001 Dividendo casi igqual al divisor!
999 T998001 Cociente excesivo T (10)
-9990 Restar Tx999 de H-K
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999

999

999

9999001 Otro lado!

>>>-999 |ectura:
-999/999 =-1,

-1
9089001

-999
revisar al alza I (negativo!)

+999 Restar -1x999 (sumar +999) de K-M

999

Este lado!

resto nulo, resultado en G-I

y ahora con division tradicional: 9998001+9999

9998001+9999, usando cociente excesivo
Division tradicional

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMN
9999 99980001 Regla: 9/9>9+9
9999 9898 1
-8991 Restar 9x999 de H-K
9999 99989001 Forzar entrada al otro lado
+1 revisando G al alza
9999 T9989001
-9999 restar 9999 de H-K
9999 99990001 En el otro lado!
>>>-9999 Lectura: -9999
-1 Revisar J al alza (negativo!)
9999 99980001
+9999 Restar -1x9999 (sumar +9999) de K-N
9999 99990000 De vuelta en este lado!
9999 9999 Resto nulo, resultado en G-J

Pero insistiendo una vez mas, se trata de un método general y podemos entrar y salir del otro
lado cuando queramos.

7+37=0.189189189...
Division moderna

, usando cociente excesivo

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMN
37 7
37 27 Cociente excesivo 2

-74 Restar 2x37 de GH
37 1996 En el otro lado!

>>>-4 Lectura: -4;
-1 Revisar F al alza (negativo!)
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37
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+37
18997
>>>-3 Lectura: -3; -30/37 -> -8
-8
18917
+296 Restar -8x37 de I-K
1891996
>>>-4 Lectura: -4; (repeticién)
-1 Revisar I al alza (negativo!)
+37
18918997
-1 Revisar I al alza otra vez

+37 para salir del otro lado
18918 34 De vuelta en este lado!
Etc.
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XXVI Método de Newton para Raices Cuadradas, Cu-
bicas y Quintas

Introduccion

El Método de Newton para obtener raices no es un método tradicional en el contexto del dbaco,
pero si es un método muy antiguo; de hecho, es anterior a Newton en muchos siglos, recibiendo
también el nombre de Método de Heron e incluso de Método Babilonico aunque no haya evidencia
de su uso por parte de ningin escriba babilonico. Si esta forma de obtener raices se llama método
de Newton, es inicamente porque puede derivarse como un caso particular del método mas general
de Newton-Raphson para resolver ecuaciones y sistemas de ecuaciones genéricas. En cualquier
caso, este método parece ser mucho mas antiguo que cualquier dbaco oriental de cuentas fijas.

Se trata de un método iterativo para obtener raices enésimas en el que, partiendo de una aproxima-
cién inicial a la raiz x, se construyen aproximaciones sucesivas a la misma de acuerdo a la expre-
sion:
1 A
Ty = — | (n— 1Dz + ——
n Ty,

de forma que la secuencia de valores obtenidos: xq, x1, - - - Xk, - - - S€ aproxima continuamente al va-
lor de la raiz x = {/A; siendo cada término xj, una mejor aproximacion a ésta que el término ante-
rior. Decimos que la secuencia xg, z1, - - - T, - - - tiende o converge a la raiz g, x1,--- — . = VA
o que la raiz es el limite de x; cuando k tiende a infinito:

lim z, = VA

k—o0

como sera mas claro en un ejemplo posterior que ademas nos mostrara la vertiginosa velocidad a la
que la secuencia zj se acerca a la raiz; tanto que, en el abaco, nos bastaran dos o tres iteraciones
para alcanzar 4-8 digitos de precision.

La expresion general anterior para la raiz enésima toma las formas particulares:
Método de Newton para n=2,3y5
Raiz cuadrada: z=+vVA zri1 =5 (zx + A/k)
Raiz cibica: == VA  xp41 =5 (224 + A/2})
Raiz quinta: = VA  zp1 =3 (4o + A/zy)

Ul W N~

La aparicién del término #™ ! limita en la practica la utilidad de este método para valores eleva-
dos de n, ya que requiere de un algoritmo eficiente para su evaluacion, lo cual no es trivial ni en el
calculo manual ni con la computadora.

Tras un poco de experimentacion, el lector podrd usar comodamente este método para obtener
raices cuadradas y cubicas y, con un poco de esfuerzo adicional, raices quintas. Cabe decir sin em-
bargo, que este método no parece representar ninguna ventaja especial frente al método para raices
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cuadradas explicado en seccion anterior (preparacion del dividendo) en cuanto a cantidad de calculo
necesario para obtener las primeras cifras de la raiz. Es para raices cubicas donde el método se
muestra claramente superior a las técnicas tradicionales por su sencillez, eficiencia y resistencia a
errores. Para las raices quintas, las cosas son un poco mas complicadas y tal vez no deberian inten-
tarse hasta que se dominen bien las raices cubicas.

Dado lo anterior, nos centraremos aqui principalmente en dichas raices ctbicas.

Raices cubicas

Antes de empezar

Como cuestion previa, si nos proponemos obtener raices cubicas, tengamos en cuenta que cual-
quier numero real A se puede escribir en notacion de ingenieria como:

A=A x103™

con1 < A’ < 1000 y m un niimero entero (positivo o negativo); con lo que su raiz cabica puede es-
cribirse

VA= VA x 10m

lo que significa que podemos restringirnos a considerar solo el problema para A’, es decir, obtener
raices cubicas de numeros comprendidos entre 0 y 1000, teniéndose que:

1< VA <10
Por ejemplo, el radicando 60698457 que se cita mas abajo, puede escribirse: 60.698457 x 100y
V60698457 = v/60.698457 x 102, con v/60.698457 = 3.93, es decir:

V60698457 = 3.93 x 102 = 393.

Una vez que nos centramos en las raices cubicas de numeros entre 0 y 1000, conviene memori-
zar desde el principio la tabla de cubos siguiente para elegir el valor inicial a utilizar.

Tabla de cubos
b b3

1
8
27
64
125
216
343
512
729

O oo NOUL B WN B
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Ejemplo usando la calculadora bc

Antes que nada, veamos un ejemplo de una raiz cubica usando una calculadora para poner de
manifiesto la “belleza oculta” de este tipo de método. En particular, aqui hemos se ha usado la utili-
dad de consola bc, disponible para todos los sistemas operativos, por permitir trabajar con precision
arbitraria; lo que nos permitira seguir un ejemplo con un nimero exagerado de decimales. Calcule-
mos:

= VA=1100r
Como comienzo, evaluamos 1007 con 40 decimales:

A = 1007 = 314.1592653589793238462643383279502884196800

asi como su raiz cubica:

z = VA= /100r = 6.7980333511054289727967487123991688962876

A continuacion, trataremos de aproximarnos a este valor de la raiz usando el método de Newton.
De acuerdo con la tabla de cubos dada arriba, elegiremos 7 como valor inicial aproximado de la raiz
Zp ya que su cubo 343 es el valor tabulado mas préoximo al radicando 1007r. Con este valor zg = 7.0
inicial, usando: zj41 = (2zy + A/x}) /3 obtenemos con 30 decimales:

Zo 7.0

T1  6.803804526251560026165063526040

6.798038244991678152259576056269

T3  6.798033351108952065196287174827
6
6
6

)

T4 . /98033351105428972796750538247
. 798033351105428972796748712399
.798033351105428972796748712399

Z5

T

donde los digitos que aparecen repetidos en la siguiente iteracion se han subrayado para revelar la
“belleza oculta” de este método que mencionamos anteriormente: la convergencia es cuadratica,
lo que significa que el numero de digitos correctos del resultado basicamente se duplica en cada ite-
racion. Esto marca una gran diferencia con los métodos tradicionales o los métodos aritméticos ele-
mentales donde so6lo se obtiene una nueva cifra del resultado en cada paso (convergencia lineal).

Ejemplo de calculo manual

Las computadoras no sufren por manejar un nimero excesivo de decimales, nosotros si. Por tan-
to, conviene decidir qué queremos obtener de un calculo antes de realizarlo a mano, ya sea con pa-
pel y lapiz o con el dbaco, y proceder en consecuencia. En el caso de las raices, esto tiene dos as-
pectos:

* ;Cuantas cifras queremos que tenga nuestro resultado?
» ;Cuantas cifras debemos manipular durante los célculos intermedios para obtener lo ante-
rior?
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La mayoria de los célculos practicos utilizan nimeros del mundo real obtenidos por medicion, y
las medidas son siempre de precision limitada. Las medidas usuales suelen tener tres digitos signifi-
cativos, excepcionalmente cuatro, y s6lo mediciones muy cuidadosas, con protocolos muy exigentes
que pueden extenderse a lo largo de afios, conducen a resultados con mas cifras significativas. Esta
es la razon por la que las tablas de logaritmos con cuatro decimales, las reglas de céalculo y las ope-
raciones abreviadas fueron tan utiles y populares en el pasado; sélo los problemas de matematica
pura, astronomia, geodesia, topografia, navegacion, etc. necesitaban mas precision.

Propongamonos, por ejemplo, obtener raices cubicas hasta cuatro cifras significativas; lo que no
significa que no podamos cambiar de opinion mas adelante y continuar los calculos hasta conseguir
mayor precision. Tomemos esto como una respuesta a la primera de las dos cuestiones anteriores.

En cuanto a la segunda cuestion, no es necesario utilizar mas de uno o dos digitos decimales adi-
cionales en los célculos intermedios. Asi, si queremos un resultado con cuatro cifras significativas,
solo tendremos que utilizar cinco o seis digitos en los calculos intermedios. Es interesante recalcar
esto porque con los métodos tradicionales uno se acostumbra a problemas como hallar la raiz cibica
de 60698457, un nimero con 8 digitos, y se espera que, con los métodos tradicionales, se demuestre
que el nimero dado es un cubo perfecto y que su raiz ctbica es exactamente 393, lo que requerira
usar las 8 cifras del radicando. Pero los cubos perfectos son escasos y casi todas las raices cubicas
con las que nos podamos enfrentar en la practica son nimeros irracionales cuya representacion con-
siste en una sucesion infinita de digitos sin repeticion. El método de Newton supone un cambio de
paradigma respecto a los métodos tradicionales; en lugar de buscar las cifras exactas o correctas del
resultado, nos limitamos a buscar una aproximaciéon util con un nimero dado de digitos; y para
esto quizas no necesitemos trabajar con todas las cifras del radicando. Por ejemplo, para obtener
una aproximacion de tres digitos a la raiz cubica de 60698457 s6lo necesitamos trabajar con cuatro
cifras como podemos comprobar redondeando el nimero a cuatro digitos significativos (60700000)
y calculando su raiz cuibica con una calculadora electronica; el resultado que obtenemos,
393.003330089, es correcto a tres digitos (en realidad a cinco).

Dicho todo esto, intentemos ahora obtener manualmente la raiz cubica de A = 1007 con cuatro
digitos de precision. Podriamos repetir los célculos realizados anteriormente con la utilidad bc pero
con un numero menor de lugares decimales (usando a = 314.1592654 como valor aproximado de
A = 1007) y seguir manualmente el mismo proceso que podriamos programar en una computadora
con lo que obtendriamos:

Método de Newton Vertical
To 7
1 6.803805
Z2 6.798038
3 6.798033
4 6.798033

proceso que, en ausencia de otro nombre, llamaremos aqui: Método de Newton Vertical (por la
disposicion de la tabla anterior). Pero lo que es adecuado para una computadora no necesariamente
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lo es para nosotros los humanos. Fijémonos en la fila ;1 = 6.803805 de la tabla anterior; partiendo
de una aproximacion inicial (7) a la raiz, hemos obtenido una nueva aproximacion (6.803805) y si
ahora seguimos ciegamente el método de Newton, como lo hace la computadora, en la proxima ite-
racion tendremos que dividir dos veces por 6.803805 o bien obtener su cuadrado y dividir por él.
Pero si partimos de una aproximacién de un digito a la raiz (7), s6lo podemos esperar que el nuevo
valor (z1 = 6.803805) tenga una precision de dos digitos a lo sumo (por lo dicho sobre convergen-
cia cuadratica) por lo que seria una pérdida de tiempo y esfuerzo emprender divisiones por el valor
completo (6, 803805). Lo practico para nosotros los humanos sera redondear el resultado a z; ~ 6.8
y usarlo como un nuevo valor inicial xy = x1 = 6.8 y repetir el proceso obteniendo un nuevo valor
xIq.

Método de Newton Horizontal « = 314.16
o 7 6.8 6.798

216.803810 6.798039 6.798039

Proceso que llamaremos aqui: Método de Newton Horizontal para distinguirlo del anterior. De
este modo obtenemos una nueva solucion x; que podria tener alrededor de cuatro cifras significati-
vas. Ahora, redondeando nuevamente a estas cuatro cifras, tendremos una nueva x( para continuar,
y asi sucesivamente. Es de esperar que esta forma de proceder nos ahorre mucho trabajo y tiempo.

Vemos que, en este caso, la meta de cuatro digitos se alcanza después de solo dos rondas o itera-
ciones y que nos ha bastado usar 5 digitos del radicando (a = 314.16). En el Apéndice veremos c6-
mo desarrollar este proceso en el abaco.

Es de destacar que si en cualquier momento cambiamos de opiniéon y queremos 8 digitos del re-
sultado en lugar de 4, el trabajo hecho hasta ahora no se pierde, todo lo que tenemos que hacer es
usar 9 o 10 digitos en lugar de 5 para el radicando y usar la tltima raiz obtenida (redondeada) como
el nuevo valor inicial z,.

Por cierto, en cada iteracion debemos elegir una de las siguientes alternativas:

* Dividir una vez por el cuadrado de z(
* Dividir dos veces por zg

Normalmente, la primera opcidn resulta rapida para las dos primeras iteraciones, pero a partir de
ahi la segunda parece mas adecuada. Esto es una cuestion de gusto o preferencia personal.

Ejemplos en el abaco

El uso del método de Newton es, basicamente, una secuencia de divisiones. El lector ya conoce
su abaco, como dividir y como organizar las operaciones segun sus gustos personales, por €so no
parece especialmente importante dar ejemplos concretos de aplicacion con el abaco; cada cual debe-
ria organizar los calculos como més coémodo le resulte, empleando el método de division que prefie-
ra. No hay, por tanto, una forma estandar de organizar estos calculos en el dbaco; no obstante, en el
Apéndice, se incluye un ejemplo usando la division tradicional (TD) y la disposicion tradicional de
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la division (TDA) que permite demostrar que un pequeiio abaco de solo 13 varillas es suficiente
para lograr un resultado bastante preciso; tenga o no cuentas adicionales. Esto marca una gran dife-
rencia con los métodos tradicionales.

Lo que quizas es mas importante con este método es que el lector se entrene y experimente con
papel y una calculadora, o con una hoja de célculo, para asegurarse de que asimila la esencia del
método y lo dicho acerca de nimero de digitos a usar, precision etc. lo cual le facilitard el llevarlo a
efecto en el abaco. Aqui tiene una propuesta del tipo de ejercicio que podria intentar para este fin:

A: 123.456789 a: 123.4 123.457 123.456789
Raiz cubica: 4.97933859218174 x0: 5 4.98 4.9793
x1: 4.98 4.979 4.979338592

A: 234.567891 a: 234.5 234.5 234.567891
Raiz cubica: 6.16722113576207 x0: 6 6.2 6.167

x1l: 6.17 6.167 6.167221144
A: 345.678912 a: 345.7 345.679 234.567891

Raiz cubica: 7.01817665163704 x0: 7 7.02 6.167

x1l: 7.02 7.018 6.167221144
A: 456.789123 a: 457 456.79 456.789123
Raiz cubica: 7.70143967570938 x0: 8 7.7 7.701

x1l: 7.71 7.701 7.701439701
A: 567.891234 a: 567.9 567.89 567.891234
Raiz cubica: 8.28110684986205 x0: 9 8.3 8.281

x1l: 8.34 8.281 8.281106851
A: 678.912345 a: 678.9 678.91 678.912345
Raiz culbica: 8.7889683778839 x0: 9 8.8 8.789

x1l: 8.79 8.789 8.788968378

A: 789.123456 a: 789.1789.12 789.123456
Raiz cubica: 9.24091518455268 x0: 9 9.3 9.241

x1l: 9.25 9.241 9.240915185
A: 891.234567 a: 891.2 891.23 891.234567

Raiz cubica: 9.6234473398081 x0: 10 9.6 9.623

x1l: 9.64 9.623 9.623447361
A: 912.345678 a: 912.3 912.34 912.345678
Raiz cibica: 9.69884025529398 x0: 10 9.7 9.699

x1: 9.71 9.699 9.698840258
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Extension a otras raices de orden primo

Raices quintas

Para extender el método a la raiz quinta , comencemos por considerar que cualquier nimero real
A puede escribirse como

A=A x10°™

donde 1 < A’ < 100000 y m es un niimero entero (positivo o negativo); por lo que se puede escribir
la raiz quinta:

VA=VA x10™

por lo que que podemos restringirnos a considerar sélo el problema para A’, es decir, obtener la raiz
cubica de nimeros comprendidos entre 0 y 100 000 que estara comprendida en el intervalo:

1< VA <10
Resultara 1til, s no memorizar, tener a mano la tabla de potencias cuartas y quintas siguiente:

Tabla de potencias
cuartas y quintas

d d* d®

1 1 1
2 16 32
3 81 243
4 256 1024
5 625 3125
6 1296 7776
7 2401 16807
8 4096 32768
9 6561 59049

Recordando que para raices quintas x1 = (4a:k + A/ :ci) /5, habra que decidir en cada itera-

cion una de las siguientes alternativas:

* Dividir cuatro veces por la raiz anterior xy.
*  Dividir dos veces por el cuadrado de la raiz anterior 7.
* Dividir una vez por la cuarta potencia de la raiz anterior aci.

lo cual significa un grado de complicacién y cantidad de trabajo mayor que en el caso de raices cu-
bicas.

Veamos el ejemplo de A = 1007 (cuya raiz quinta es v/1007 = 3.15812979---) usando
a = 314.16 como aproximacion. Por la tabla anterior vemos que la raiz quinta de A es algo mayor
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que tres, por lo que elegimos zo = 3. Usando x4 = 81 (de la tabla), llegamos rapidamente a
x1 = 3.1757, por lo que una mejor aproximacion a la raiz es 3.2

Raiz quinta de A =100r
a=314.16

x0 3 3.2 3.16
x1 3.1757 3.1592 3.1581

Si intentamos una ronda mas con este nuevo valor inicial, después de un poco de trabajo tendremos
3.1592, que tiene casi cuatro digitos correctos (es solo 0.001 de la raiz verdadera o un error de
0.03%).

Raices séptimas

En principio, es posible extender el método a raices de orden primo superiores (para raices cuyo
orden tiene divisores, siempre serd mas sencillo realizar una serie de raices en cadena de ordenes
primos mas pequefios; por ejemplo, para la raiz duodécima de 2 sera preferible evaluar

2=\ 2

que tratar de obtener directamente la raiz duodécima). En la practica, sin embargo, ya hemos
visto la complicacién que aparece con raices quintas, complicacion que se agravaria para raices s€p-
timas y que en el caso general procede de la presencia del término x};‘_l en la expresion de x1 que
es costoso de evaluar, suponiendo un limite efectivo a la aplicacion del método de Newton tanto en
calculo manual (dbaco o escrito) como con las computadoras.

El lector puede convencerse por si mismo de lo anterior intentando alguna raiz séptima por su
cuenta, pero si desea obtener raices de o6rdenes elevados con su dbaco, lo mejor serd que use el cal-
culo logaritmico. Aunque no expresamente recogido en los manuales sobre el dbaco, el calculo lo-
garitmico se extendi6 rapidamente por Oriente, de la mano de misioneros y embajadores cientificos
Jesuitas, casi inmediatamente tras su invencion y se usd en conjuncion con el dbaco que resultd ser
un auxiliar formidable al simplificar y acelerar las sencillas transformaciones aritméticas requeridas
por aquél. Sino le atrae la idea de importar a su abaco logaritmos procedentes de una fuente externa
(tablas o calculadora), puede tratar de obtenerlos directamente sobre el abaco. En el capitulo: Méto-
do RADIX para Logaritmos y Antilogaritmos Decimales se explicara una técnica que, por ejemplo,
le permitira obtener una raiz séptima en pocos minutos.

Conclusiones

El método de Newton sobre el abaco, en comparacion con los métodos tradicionales, tiene una
serie de ventajas y desventajas. La siguiente lista probablemente sea incompleta.

Pros

¢ Es mas facil de recordar.
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* Esrapido, a menudo tres iteraciones conducen a una raiz de 7-8 digitos.

* Es compacto, para 7-8 digitos so6lo necesita un abaco de 15-17 varillas si se usa la divisién
moderna, tal vez 13 varillas sean suficientes usando la division tradicional (TD) en disposi-
cion tradicional (TDA). Para el mismo proposito, usando los métodos tradicionales, necesi-
taria un abaco con muchas mas varillas.

* Pequetios errores se "planchan" con las siguientes iteraciones y desaparecen (equivalen a to-
mar un valor inicial x( distinto del 6ptimo), no se vuelven catastréficos como seria el caso
de los métodos tradicionales.

* Como este método es principalmente una secuencia de divisiones, puede utilizar su dbaco
favorito, algoritmo de division y arreglo de operaciones para adaptarlo a sus gustos persona-
les.

Contras

* No es facil saber cuantos digitos del resultado son correctos sin una iteracion adicional, pero
sus habilidades numéricas le ayudaran y lo hardn mas interesante.

* No es facil saber si un nimero dado es un cuadrado, cubo, etc. perfecto o no.

* El radicando debe introducirse varias veces en el abaco; por lo que habrd que memorizarlo o
tenerlo disponible por escrito, etc.

* Sobre el dbaco, el resultado no sustituye al radicando como en el método tradicional y al
igual que que ocurre con el resto de las operaciones aritméticas elementales donde el resulta-
do ocupa el lugar de uno de los operandos.

Apéndice: Ejemplo del método de Newton (raiz cubica) en un
abaco de 13 varillas

Raiz cubica de A = 1007 usando division tradicional (TD) y la disposicion tradicional de la di-
vision (TDA) para lograr compacidad. Se puede usar cualquier tipo de dbaco si sabe Como Tratar
con el Desbordamiento. En principio, nos proponemos obtener cuatro digitos de la raiz, por lo que
nos basaremos en la aproximacion a = 314.16 al radicando A. De acuerdo a la tabla de cubos, pode-
mos tomar xy = 7 como primera version de la raiz.

Raiz cubica de A =100 (4 cifras)
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLM
49 31416 Radicando en F-J, para ser dividido por 7x7=49
. . Varillas unidad
49 73416 Regla: 3/4>7+2

-1 Revisién a la baja
+4
49 67416
-54 Restar 6x9 de GH
49 62016

49 65016 Regla: 2/4>5+0
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-1 Revisién a la baja
+4
49 64416
-36 Restar 4x9 de HI
49 64056 56 > 49
+1 Revisién al alza de H
-49
49 64107 Tres digitos del cociente son suficientes
641 Borrando resto y divisor
. Varilla unidad
+14 Sumar el doble de la raiz anterior
2041
3 2041 Dividir por 3 3
3 6241 Regla: 2/3>6+2
3 6661 Regla: 2/3>6+2
3 6801 Revisar al alza dos veces
3 6803 Regla: 1/3>3+... four quotient digits, stop
. Varilla unidad
6803 Borrar A, Nueva raiz = 6.8
36 6803 elevando al cuadrado 6.8, poner 6x6 en AB
+96 Sumar 2x6x8 a BC
+64 Sumar 8x8 a CD
46246803
46246803 68 Por conveniencia, poner nueva raiz en LM
4624 68 Borrar cosas viejas...
4624 68

poner radicando nuevamente, a dividir ahora por
46.24

. . . Varilla unidad
4624 73416 68 Regla: 3/4>7+2
-1 Revisién a la baja
+4
4624 67416 68
ABCDEFGHIJKLM
4624 67416 68
-36 Restar 6x624 de G-J
-12
-24
4624 63672 68
4624 67872 68 Regla: 3/4>7+2

4624 31416 68

$



-42
-14
-28
4624 67435268
4624 67975268
-54
-18
-36
4624 67919068
4624 67921068
-12
-04
-08
4624 67929868
+2
-9248
4624 67940568
+1
-4
4624 67941168
67941 68
67941136
+136
203941
3 203941
3 679803
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Restar 7x624 de H-K

Regla: 4/4>9+4
Restar 9x624 de H-K

No queda sitio! Seguimos con divisidn aproximada
Siguiente, Regla: 1/4>2+2, pero esto trae consigo...

OverflowFlag ON! Memoricelo o use cuentas adiciona-
les

0 suspendidas!

Restar 2x624 de J-M, OverflowFlag OFF!
No queda sitio! Aproximando!

No queda sitio! Aproximando!

Revisar al alza dos veces

Revisién al alza de J

Borrar resto y divisor

Varilla unidad

Doble la raiz antigua sumandola a si misma
Sumar el resultado a E-G y borrar KLM

Dividir por 3
Resultado de la divisidn.

Varilla unidads. Nueva raiz = 6.798

A partir de aqui, si desea continuar para lograr mayor precision, puede empezar de nuevo utili-
zando zg = 6.798 y a = 314.15927.

Raiz cubica de 100m (continuacion)

Abaco

ABCDEFGHIJKLM
6798 31415927 8 digitos del radicando

Comentario

Para continuar, poner nueva raiz en A-D y el radi-
cando en F-M

Varilla unidad. Empiece dividiendo el radicando dos
veces por

$
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67.98 (en lugar de elevar al cuadrado este numero y
dividir por él)

etc. .. hay suficiente espacio para llegar a una raiz de 6-7
digitos usando
divisién abreviada cuando sea necesario.

Nota:
Para elevar un numero al cuadrado en el abaco, puede seguir el procedimiento descrito en el

capitulo: Métodos Especiales de Multiplicacion.
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XXVII Método RADIX para Logaritmos y Antilogarit-
mos Decimales

Introduccion

La resolucion manual de ciertos problemas requiere el uso de logaritmos; por ejemplo, proble-
mas de raices o potencias complicadas, o de valor del dinero en el tiempo (TVM), etc. Con el abaco,
al igual que en el célculo escrito, hay dos posibles enfoques para el uso de logaritmos:

* Importar los logaritmos desde una tabla o calculadora externa.
* Obtener los logaritmos directamente.
La primera opciodn es la practica, la que ha sido utilizado durante siglos en el calculo logaritmi-

co, pero tiene el inconveniente de hacer que el trabajo con el abaco resulte poco menos que trivial y
poco atractivo para el abacista del siglo XXI. Por otro lado, el mas purista podria quejarse del uso
de recursos externos a su abaco.

La segunda opcidn, interesante en si misma, representa una cantidad extraordinaria de trabajo;
razoén por la cual muchas personas en el pasado pasaron décadas de su vida construyendo tablas de
logaritmos para simplificar el trabajo de otros. Solamente en las raras ocasiones en las que se reque-
ria mayor precision de la que podian proporcionar las tablas de logaritmos disponibles, se procedia
a la obtencion directa de logaritmos de mayor precision.

Afortunadamente, existe una tercera via intermedia entre las dos anteriores: el método Radix
[Flower 1771; Lupton 1913], que permite obtener logaritmos y antilogaritmos de cualquier nimero
utilizando una tabla de datos externos reducida y con una cantidad razonable de trabajo. Ademas,
este método puede resultar atractivo para el abacista ya que pasara la mayor parte del tiempo practi-
cando dos métodos especiales, a saber: multiplicacion y division por nimeros ligeramente mayores
que uno, introducidos en los capitulos: Métodos Especiales de Multiplicacion y Métodos Especia-
les de Division. Justamente este método Radix era el mejor recurso para los casos indicados de ne-
cesitar mayor precision que la ofrecida por las tablas disponibles.

A continuacion, nos centraremos en la obtencion de logaritmos y antilogaritmos decimales de 5
digitos por este método. Se necesitarad una pequefia tabla de datos que puede ser copiada o impresa
en una tarjeta y guardada junto a su dbaco. No se desanime si la explicacion es larga, el método tar-
da mas en explicarse que en llevarse a la practica; por ejemplo, obtener una raiz séptima solo toma
unos minutos (al menos en los dias buenos). Empecemos.

Antes de empezar

Cualquier niimero real positivo z se puede escribir (notacion cientifica) en la forma: x = 2’ - 10,
donde 1 <z’ <10 y k es un nimero entero, por lo tanto su logaritmo se puede escribir:
logo x = k + logyo 2. Por ejemplo, para los numeros 7447 y 0.007447 tenemos:
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x x’ - 10" log, x
7447 7.447-10% 3+ logy 7.447
0.007447 7.447 - 10~3 —3 + log,, 7.447

Por lo tanto, al igual que se hacia en las antiguas tablas de logaritmos, nos ocuparemos solo de
los nimeros comprendidos entre 1y 10.

El Método Radix

Fundamento

El método radix se basa en el uso de un conjunto de nimeros especiales o rddices para los que
son conocidos sus logaritmos. El origen del término es la palabra latina para raiz: radix (plural: ra-
dices), ya que el primer conjunto de nimeros especiales usados por H. Briggs, padre de los logarit-
mos decimales, fue el de las raices cuadradas sucesivas del nimero 10 [Roegel 2011] para las cuales
los logaritmos decimales son triviales log;, ¥/10 = 1/n:

La Tabla Radix original
Radix r log,o 7

v10 10 1

v/10 3.16227766 0.5
V10 1.77827941 0.25
V10 1.333521432 0.125
/10 1.154781985 0.0625
etc.

El uso de esta tabla era el siguiente: supongamos que se pueda factorizar nuestro nimero z’ en la
forma

{xl:fl.fQ....fn
donde f1, fo,- - f, son algunos de los rddices de la tabla anterior, entonces:
logig 2" = logyg f1 4 logyg f2 + -+ + 1010 fn

y como los logaritmos de los radices figuran en la tabla anterior el problema estaria resuelto. Pero
esto no va a ser el caso general, lo que podemos esperar es poder escribir 2’ como:

t'=fifofu R

donde R es un factor residual, un ultimo factor no incluido en la tabla y para el cual se desconoce su
logaritmo. Pero si R es un niimero muy cercano a 1 , entonces habremos aproximado x’ como un
producto de nuestros numeros especiales

g frofa fa
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y si I? es lo suficientemente cercano a la unidad, su logaritmo ser4 lo suficientemente cercano a cero
para poder ser despreciado con una precision dada, teniéndose finalmente:

log o &’ &~ logq f1 +1logyy fo + -+ +1logy fn

Este tipo de aproximacion es posible porque la secuencia de radices se acercan continuamente a
la unidad mientras que sus respectivos logaritmos se acercan a cero. En un ejemplo que seguird, ve-
remos como es posible obtener la factorizacion de arriba con un sencillo proceso que puede ser se-
guido con cualquier nimero; pero antes de seguir, es preciso decir que la tabla Radix anterior, si
bien tiene valor histdrico ya que permitié a Briggs obtener los primeros logaritmos decimales, no es
la més adecuada para el célculo manual. Se atribuye a William Oughtred, inventor de la regla de
calculo, la introduccion de otros radices mas convenientes que, limitados a cinco cifras, son los si-
guientes:

Nuevos radices

11.11.011.001 1.0001 1.00001
21.21.021.002 1.0002 1.00002
31.31.631.003 1.0003 1.00003
41.41.04 1.004 1.0004 1.00004
51.51.051.005 1.0005 1.00005
6 1.6 1.00 1.006 1.0006 1.00006
7 1.7 1.07 1.007 1.0007 1.00007
8 1.81.08 1.008 1.0008 1.00008
91.91.09 1.009 1.0009 1.00009

que requirieron el laborioso célculo de sus logaritmos decimales (limitados aqui a cinco cifras):

Tabla RADIX de cinco digitos

0 1 2 3 4
10.00000 0.04139 0.00432 0.00043 0.00004 0.00000
2 0.30103 0.07918 0.00860 0.00087 0.00009 0.00001
30.47712 0.11394 0.01284 0.00130 0.00013 0.00001
4 0.60206 0.14613 0.01703 0.00173 0.00017 0.00002
50.69897 0.17609 0.02119 0.00217 0.00022 0.00002
6 0.77815 0.20412 0.02531 0.00260 0.00026 0.00003
7 0.84510 0.23045 0.02938 0.00303 0.00030 0.00003
8 0.90309 0.25527 0.03342 0.00346 0.00035 0.00003
9 0.95424 0.27875 0.03743 0.00389 0.00039 0.00004

los cuales, después de multiplicar por 100 000, se pueden expresar en una forma mas compacta
como:
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Tabla RADIX (condensada)
0 1 2 3

0O 4139 432 43 4
30103 7918 860 87 9
47712 11394 1284 130 13
60206 14613 1703 173 17
69897 17609 2119 217 22
77815 20412 2531 260 26
84510 23045 2938 303 30
90309 25527 3342 346 35
95424 27875 3743 389 39

WooONOGOOU A WNER
A WWWNNRROO P

tabla que podriamos imprimir o copiar en una tarjeta para usarla junto con nuestro abaco (La fila su-
perior en las dos ultimas tablas expresa el nimero de ceros tras el punto decimal en los radices
mientras que la primera columna contiene el digito que las caracteriza). Aqui, de nuevo, la secuen-
cia de radices o nlimeros especiales, leidos por columnas de abajo hacia arriba y de izquierda a de-
recha, se aproxima continuamente a 1 mientras que la secuencia de sus respectivos logaritmos se
acerca a 0.

Tomemos =’ = 7.447 como ejemplo, este nimero se puede escribir:
7.447 =7-1.06 - 1.003 - 1.0006 - 1.00003 - 1.000006881

como puede verificarse con cualquier calculadora. El logaritmo decimal del ultimo factor es
log; 1,000006881 - - - ~ 0.000002988 - - - < 5-107°

de modo que, si cinco cifras son suficiente precision para nosotros, podremos despreciar dicho fac-
tor teniéndose:

log, 7.447 ~ log, 7 + log, 1.06 + log;, 1.003 + log;, 1.0006 + log;, 1.00003

Si tomamos de la tabla Radix los logaritmos de cada uno de estos factores y los sumamos:

r log,o 7
7 84510
1.06 2531
1.003 130
1.0006 26
1.00003 1

Suma: 87198

tendremos:
logy, 7.447 ~ 0.87198

S
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que podemos comparar a log;, 7.447 = 0.8719813538433693567562170315301823 - - - y compro-
bar que hemos conseguido cinco cifras de precision.

A continuacién veremos coOmo obtener la factorizacion de cualquier nimero.

Meétodo

Obtencion de logaritmos

La factorizacion anterior del nimero cuyo logaritmo buscamos se obtiene por division repetida.
Por ejemplo, dado =’ = 7.447, como primer paso lo dividiremos por si mismo truncado a un digito,
es decir, por 7

7.447/7 = 1.063857143 - - -

7477 =~ 7-1.063857143

Ahora, como segundo paso,se debe dividir el cociente anterior 1.063857143 por si mismo truncado
a dos digitos, pero como este numero es 1,0 no hay nada que hacer y pasamos a la tercera etapa di-
vidiendo por el cociente truncado a tres digitos, es decir, por 1.06

1.063857143/1.06 = 1.003638814 - - -

es decir:
7.447 ~ 7-1,06-1.003638814

para el cuarto paso continuamos con la division del cociente anterior 1.003638814 por si mismo,
ahora truncado a cuatro digitos

1.003638814/1.003 = 1.000636903 - - -

es decir

7,447~ 7-1,06- 1,003 - 1,000636903
en el quinto paso, dividimos 1, 000636903 por si mismo truncado a cinco digitos:

1.000636903/1.0006 = 1.000036881 - - -

7.447 ~ 7-1.06 - 1.003 - 1.0006 - 1.000036881

y, finalmente, un Gltimo y sexto paso

1.000036881/1.00003 = 1.000006881 - - -

7.447 ~ 7-1.06 - 1.003 - 1.0006 - 1.00003 - 1.000006881

y terminamos aqui. Ahora solo tenemos que recolectar los logaritmos de los factores de la tabla Ra-
dix y sumarlos para obtener el logaritmo requerido.

log 7.447 ~ 0.87198
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Nota:
La larga secuencia de divisiones necesaria para factorizar un niumero se ve notablemente agili-
zada y facilitada en el abaco por el método: Divisor ligeramente menor que la unidad.
Uso de los logaritmos

Usualmente, nos interesamos en el logaritmo de un numero para hacer algo practico con ¢l; aqui,
para seguir con el ejemplo, vamos a usarlo para encontrar la raiz séptima de 7447 = 7.447 - 103,

log,, 7447 = 3 + log,, 7.447 = 3 + 0.87198 = 3.87198
log,o(V/7447) = (log,, 7447)/7 = 3.87198/7 = 0.55314

quedando ahora el problema de encontrar el correspondiente antilogaritmo para conocer la raiz bus-
cada.

Obtencion de antilogaritmos

Continuando con el ejemplo, necesitamos obtener ahora el antilogaritmo del ultimo numero.
Para ello, tenemos que descomponer el nimero 0.55314 como la suma de los logaritmos de algunos
de los factores o numeros especiales de la tabla Radix. Primero vemos que el mayor logaritmo que
podemos restar sin obtener un resultado negativo es 0.47712 (que corresponde al factor 3), con lo
cual obtenemos 0.07602 como diferencia. De esta ultima cantidad, a su vez, podemos restar 0.04139
(correspondiente al factor 1.1) quedando 0.03463, y asi sucesivamente, como se ilustra en la si-
guiente tabla:

Log Restar Factor

0.55314 0.47712 3
0.07602 0.04139 1.1
0.03463 0.03342 1.08
0.00121 0.00087 1.002
0.00034 0.00030 1.0007
0.00004 0.00004 1.00009

Lo que nos permite escribir:
logy, ({/7447) ~ logy0 3 + logyo 1.1 + logyo 1.08 + logyo 1.002 + log;q 1.0007 + log;, 1.00009

0, lo que es lo mismo,

V7447 ~ 3 -1.1-1.08 - 1.002 - 1.0007 - 1.00009

que, una vez hechas las multiplicaciones, nos conduce al valor:

V7447 =~ 3.573949416

que podemos comparar con el valor de la raiz séptima /7447 = 3.5738818 - - -, resultando ser co-
rrecto en 4 o 5 digitos.
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El método Radix con el abaco

Obtencion de logaritmos

Para realizar el procedimiento anterior sobre el abaco, cada uno podré utilizar diferentes méto-
dos de division, disposicion de operaciones, tipo de abaco, etc. dependiendo de sus gustos persona-
les. La forma de organizar las operaciones que se presenta a continuacion es muy compacta pero no
necesariamente tiene por qué ser la mejor para todos. Como se vera, un abaco de 15 columnas es su-
ficiente para hacer estos célculos y quizas también uno de sélo 13. La primera division serd normal
y puede hacerse por el método moderno o el tradicional, las restantes deberan hacerse utilizando
el método: Divisor ligeramente menor que la unidad por su simplicidad y rapidez.

Logaritmo de 7.447 método Radix, 12 division: tradicional
Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
7447 Anote 7 en A
7 1063857143 Divisidén normal por 7, anote 6 en C
706 1003638814 Divisidn especial por 1.06, anote 3 en D
7063 1000636903 Divisidén especial por 1.0006, anote 6 en E
706361000036881 Siguiente divisor es 1.00003...
70636 ... simplemente borre el resto F-0
706363 y anote 3 en F como ultimo digito

El proceso es idéntico empezando con la division moderna, s6lo que habria empezar una colum-
na mas a la derecha.

Logaritmo de 7.447 método Radix, 12 divisién: moderna

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO

7447 Anote 7 en A

7 1063857143 Divisién normal por 7, anote 6 en C
706 1003638814 Divisién especial por 1.06, anote 3 en D
7063 1000636903 Divisidn especial por 1.0006, anote 6 en E
706361000036881 Siguiente divisor es 1.00003...
70636 ... Ssimplemente borre el resto F-0
706363 y anote 3 en F

En el lado izquierdo del dbaco, de A a F se han formado las cifras 706363, que podemos leer como
el namero decimal 7.06363, pero por supuesto no es un numero en absoluto, es solo una escritura
condensada o mnemotécnica conveniente para la expresion:

7-1.06 - 1.003 - 1.0006 - 1.00003
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Nota:

Si llamamos A = 7.447 entonces Af = 7.06363 (la f significa factorizado) se ha obtenido de
A mediante el proceso anterior de factorizacion, pero A a su vez puede obtenerse (aproxima-
damente) de A7 en la forma que veremos al tratar del antilogaritmo, por lo que existe cierta
correspondencia entre los dos términos que podemos representar como:

A« Af

En el Apéndice A, encontrara una tabla de pares de tales nimeros A — A que le ayudaran a
practicar este proceso de factorizacion y su inversion.

Continuamos reuniendo los logaritmos de los factores de la tabla Radix y los sumamos en las

Recolectando logaritmos de los factores

columnas JKLMNO
Abaco
ABCDEFGHIJKLMNO
706363
+84510
+2531
+130
+26
+1
706363 87198
+ +

Comentario
Logaritmo de 7
Logaritmo de 1.06
Logaritmo de 1.003
Logaritmo de 1.0006
Logaritmo de 1.00003
Logaritmo de 7.447

Columnas unidad

Ahora podemos borrar 706363 de A-F. Finalmente, tenemos que:

log, 7.447 ~ 0.87198

Nota:

En ocasiones resultard que la segunda division, la primera especial, no sera facil o realizable
usando el método especial debido a que el divisor no es suficientemente cercano a uno; por
ejemplo, para el nimero 2.6, si dividimos por 2 nos resulta 1.3. En lugar de hacer una segunda
division normal, puede intentar este camino:

* Haga la primera divisioén del nimero por si mismo truncado a una cifra mas uno y
multiplique el resultado por 10, en el ejemplo 10 - (2.6/3) = 8.66666666. Este resulta-
do ya es tratable al ser 8.66666666,/8 = 1.0833 - - -

* Obtenga el logaritmo del nuevo nimero log;, 8.66666666 = 0.93785

* Obtenga el logaritmo del numero original como:
log, 2.6 = logy, 3 + log, 8.66666666 — 1 = 0.41497

Uso de los logaritmos

Si ahora seguimos con el ejemplo de calculo de la raiz séptima de 7447, dado que
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log, 7447 = 3 + log1¢7.447

Afadimos 3 al resultado anterior y lo dividimos por 7

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
87198 Logaritmo de 7.447
+3 Logaritmo de 1000
387198 Logaritmo de 7447
. Columna unidad
7 387198 Ponga el divisor 7 en algin lugar si lo desea

/7 Divida J-0 por 7 para obtener:
7 55314 Logaritmo de la raiz séptima de 7447

Columna unidad

entonces tenemos

logy, ({/7447) — (logyq T447)/7 = 3.87198/7 = 0.55314

en JKLMN.

Obtencion de antilogaritmos

Para obtener el antilogaritmo de la cantidad anterior, seguimos el proceso inverso al de calcular
logaritmos. En cada etapa restamos el mayor logaritmo presente en la tabla Radix que sea menor
que el valor que queda en el dbaco e ingresamos un mnemonico del factor correspondiente.

Buscando factores

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
7 55314 logaritmo de la raiz séptima de 7447

55314 Borrar A
. Columna unidad
-47712 Restar logaritmo de 3

3 7602 Anotar 3 en A
-4139 Restar logaritmo de 1.1
31 3463 Anotar 1 en B
-3342 Restar logaritmo de 1.08
318 121 Anotar 8 en C
-87 Restar logaritmo de 1.002
3182 34 Anotar 2 en D

-30 Restar logaritmo de 1.0007
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4 Anotar 7 en E
-4 Restar logaritmo de 1.00009
9 Anotar 9 en F

De modo que hemos recogido 318279 (0 3.18279) en A-F como abreviatura o recordatorio de:

3-1.1-1.08-1.002 -1.0007 - 1.00009

Es decir, del ultimo calculo que nos resta por hacer usando el método: Multiplicador ligeramente

mayor que la unidad

Abaco Comentario
ABCDEFGHIJKLMNO
318279 3 Copiar A a H
+ + Varillas unidad
318279 33 Tras multiplicacién especial por

1.1
318279 3564 Tras multiplicacién especial por 1.0
318279 3571128 Tras multiplicacion especial por 1.002
318279 35736278 Tras multiplicacién especial por 1.0
318279 35739494 Tras multiplicacion especial por 1.0

318279 35739 Redondeo a 5 cifras. Fin.

+ Varilla unidad del resultado

Finalmente, tenemos:

/7447 = 3.5739

Compararese con:

V7447 = 3,5738818 - - -
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Apéndice A

Pares A < Af

A Af A Af A Af A Af A Af
4.17189 4.04285 2.29060 2.14113 1.04659 1.04633 1,36943 1,35324 7,86385 7,12125
4,67685 4,16275 5,16372 5,03266 5,79831 5,15403 7,04412 7,00630 2,43038 2,21263
9,60365 9,06666 3,40265 3,13107 1,06830 1,06781 1,59324 1,56203 5,05585 5,01115
4,09355 4,02331 2,80847 2,40302 7,03101 7,00442 4,06989 4,01739 1,84582 1,82534
8,90113 8,11147 2,88304 2,42946 2,83821 2,41361 1,84988 1,82755 2,93607 2,44826
4,74550 4,17795 1,09832 1,09763 2,38007 2,18171 6,19995 6,03322 6,57473 6,09531
3,61705 3,20473 2,27024 2,13187 2,23942 2,11783 9,83595 9,09264 1,05463 1,05441
1,34184 1,33212 9,93629 9,10366 8,03035 8,00379 2,35336 2,16915 1,28182 1,26771
9,06939 9,00770 2,05286 2,02630 2,26568 2,12965 6,84595 6,13705 1,77715 1,74517
3,45179 3,14576 3,27494 3,09151 1,24866 1,24053 3,85600 3,27103 1,28472 1,27056
5,39677 5,07873 9,18344 9,02037 5,79272 5,15306 4.36599 4,09137 4,49722 4,12205
7,02972 7,00424 1,22332 1,21933 2,51469 2,24748 4,34138 4,08494 3,88231 3,27786
1,42789 1,41981 3,15237 3,05075 4,91375 4,22362 1,18935 1,18113 1,19216 1,18350
1,67375 1,64585 8,29751 8,03697 8,52988 8,06587 4,09687 4,02413 3,31497 3,10453
2,90368 2,43681 6,30653 6,05103 1,35283 1,34061 1,56770 1,54493 6,08271 6,01374
6,49005 6,08155 7,43773 7,06238 3,29883 3,09881 1,69325 1,65788 8,62439 8,07751
2,96800 2,46000 9,19384 9,02151 2,63768 2,31444 6,17543 6,02905 1,16747 1,16126
2,69545 2,33651 4,41406 4,10319 1,99068 1,94742 3,23954 3,07920 3,45985 3,14811
2,10857 2,05407 1,41602 1,41142 4,41893 4,10430 2,83271 2,41166 1,47162 1,45110
5,71552 5,13891 2,89104 2,43243 4,23742 4,05890 1,09177 1,09162 4,51555 4,12613
1,25023 1,24178 1,63053 1,61898 2,35108 2,16818 4.46367 4.11442 2.41599 2.20665
2.69042 2.33463 1.02298 1.02291 9.20120 9.02231 6.17930 6.02968 7.00842 7.00120
7.81141 7.11442 5.76492 5.14784 1.03009 1.03008 3.46349 3.14917 7.26571 7.03772
2.41321 2.20550 6,15088 6,02504 1,37315 1,35596 1,70173 1,70101 3,04836 3,01606
1,35950 1,34554 2,52705 2,25279 1,29474 1,27836 2,73273 2,35100 3,51611 3,16517
7,65032 7,09266 6,22593 6,03742 1,14929 1,14462 6,13905 6,02311 4,27147 4,06741
5,88506 5,17001 6,80772 6,13142 1,00799 1,00798 2,10955 2,05454 1,54209 1,52789
1,84159 1,82304 5,85712 5,16464 1,58256 1,55479 8,76653 8,09533 1,13953 1,13575
3,25911 3,08589 3,47696 3,15344 8,82462 8,10279 6,91399 6,14728 4,52649 4,12857
1,86741 1,83723 1,19165 1,18307 3,50688 3,16253 3,02441 3,00813 3,13302 3,04417
3,64380 3,21214 1,74269 1,72501 8,24788 8,03095 3,21964 3,07300 2,99542 2,46923
1,27878 1,26532 6,95433 6,15351 3,42022 3,13624 3,20609 3,06820 2,12522 2,06246
9,42543 9,04698 2,82294 2,40819 7,08805 7,01255 9,05484 9,00609 1,57501 1,55001
1,31738 1.31333 7.90844 7.12692 5.96431 5.18409 5.56086 5.11105 8.63572 8.07883
3.72464 3.23448 1.96017 1.93162 1.27999 1.26627 1.18029 1.17279 2.64196 2.31607
3.20983 3.06937 1.05217 1.05206 2.15875 2.07875 2.07870 2,03907 5,32279 5,06429
2,10760 2,05361 1,12346 1,12129 9,79080 9,08728 1,09649 1,09595 1,20539 1,20449
8,65334 8,08154 4,87294 4,21514 4,66657 4,16055 1,28452 1,27040 4,73984 4,17675
1,06697 1,06657 7,81288 7,11461 2,03967 2,01973 2,12189 2,06088 2,36093 2,17294
1,15697 1,15170 4,72064 4,17268 6,62132 6,10322 6,14115 6,02345 2,04996 2,02488
1,96287 1,93299 5,92080 5,17608 8,68776 8,08552 2,35985 2,17248 3,57533 3,18317
3,41811 3,13561 1,25009 1,24167 4,48268 4,11869 4,27201 4,06754 6,20615 6,03423
1,25262 1,24369 1,55821 1,53854 1,40506 1,40361 2,20712 2,10323 8,73994 8,09228
5,34800 5,06905 4,01149 4,00287 2,58202 2,27545 3,17669 3,05847 3,22276 3,07397
5,05718 5,01142 1,32853 1,32191 1,99776 1,95138 6,55713 6,09261 1,49243 1,46568

Apéndice B
La siguiente tabla, incluida a titulo de curiosidad, es una recreacién con la computadora de la ta-
bla Radix que figura en la tltima pagina de las Tablas de logaritmos de 7 cifras de Ludwig Schron,
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publicada por Libreria General De Victoriano Sudrez en 1953. Esta tabla permitia obtener logarit-
mos y antilogaritmos de nimeros con hasta 11 digitos por el método explicado en este capitulo.
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.00000
.30102
.47712
.60205
.69897
.77815
.84509
.90308
.95424
.04139
.07918
.11394
.14612
.17609
.20411
.23044
.25527
.27875
.00432
.00860
.01283
.01703
.02118
.02530
.02938
.03342
.03742
.00043
.00086
.00130
.00173
.00216
.00259
.00302
.00346
.00389
.00004
.00008
.00013
.00017
.00021
.00026
.00030
.00034
.00039
.00000
.00000
.00001
.00001
.00002
.00002
.00003
.00003
.00003
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Tabla Radix para 10 digitos

00000
99956
12547
99913
00043
12503
80400
99869
25094
26851
12460
33523
80356
12590
99826
89213
25051
36009
13737
01717
72247
33392
92990
58652
37776
37554
64979
40774
77215
09330
37128
60617
79807
94705
05321
11662
34272
68502
02688
36830
70929
04985
38997
72966
06892
43429
86858
30286
73714
17141
60568
03995
47421
90847

00000
63981
19662
27962
36018
83643
14256
91943
39324
58225
47624
06836
78238
55681
55924
78273
03306
52828
82642
61917
05172
98780
69938
64770
85209
86949
40623
79318
31226
20418
09000
56507
19908
53618
09506
36910
76862
11648
05227
58464
72230
47390
84812
85363
49910
23104
02780
39028
31849
81245
87215
49761
68884
44584

000
194
436
389
803
630
829
584
872
040
827
769
025
241
780
928
069
960
573
561
204
354
072
240
640
701
634
640
912
118
529
675
591
007
485
521
669
956
060
918
207
346
491
540
131
453
326
488
808
155
395
398
033
167
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.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

04342
08685
13028
17371
21714
26057
30400
34743
39086
00434
00868
01302
01737
02171
02605
03040
03474
03908
00043
00086
00130
00173
00217
00260
00304
00347
00390
00004
00008
00013
00017
00021
00026
00030
00034
00039
00000
00000
00001
00001
00002
00002
00003
00003
00003

94264
88095
81491
74453
66980
59074
50733
41957
32748
29446
58887
88325
17758
47186
76610
06030
35446
64857
42944
85889
28834
71778
14723
57668
00612
43557
86501
34294
68588
02883
37177
71472
05766
40061
74355
08650
43429
86858
30288
73717
17147
60576
04006
47435
90865

756
218
388
266
853
149
157
876
307
018
694
027
017
664
968
930
548
823
797
551
261
928
552
132
669
162
612
481
962
443
924
403
883
362
841
319
447
895
344
792
240
688
136
585
033
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XXVIIl Fases Lunares y Mareas Oceanicas

Introduccion

El abaco de mareas era una calculadora analdgica mecanica disefiada para estimar la hora de
las mareas oceanicas a partir del aspecto observado de la Luna (fase). Por lo general, se construia
sobre el reverso de las nocturlabios, que a su vez eran instrumentos de observacion y calculo para
obtener la hora solar local a partir de la posicion relativa observada de ciertas estrellas y fecha. Am-
bos tipos de instrumentos fueron disefiados para su uso en el mar a bordo de embarcaciones. Inspi-
randonos en tales instrumentos, podemos utilizar nuestro dbaco para obtener horarios de marea
aproximados para cualquier dia y lugar de la costa con poco esfuerzo, solo tenemos que conocer o
ajustar un parametro local. Pero en lugar de observar la fase de la Luna calcularemos un parametro
relacionado con ella: la edad de la Luna.

Edad de la Luna

Evolucién de la fase lunar a lo largo del mes lunar (tal como se ve desde el hemisferio norte)
Los astronomos usan el término edad de la Luna en dos sentidos completamente diferentes:

* el tiempo transcurrido desde la formacion de nuestro satélite, que los astrofisicos estiman en
4.530 millones de afios aproximadamente.
* el nimero de dias transcurridos desde la ultima luna nueva.

Utilizaremos este ltimo concepto relacionado con la fase lunar. El mes lunar (periodo sinddico
lunar), o tiempo de recurrencia de las fases de la luna, oscila en torno a un valor medio de
29.530588861 dias (29 d 12 h 44 m 2.8016 s) que aqui redondeamos a 30 dias por simplicidad en lo
que sigue. De acuerdo con esto tenemos aproximadamente:


https://es.wikipedia.org/wiki/Fase_lunar
https://es.wikipedia.org/wiki/Origen_de_la_Luna
https://es.wikipedia.org/wiki/Nocturlabio
https://es.wikipedia.org/wiki/Marea
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Lunar_libration_with_phase_Oct_2007_(continuous_loop).gif

346 El Abaco Oriental: Guia a la Aritmética con Cuentas

Edad de la Luna, fase y porcentaje del disco iluminado por el Sol

E la Lun Iluminaciodn
fad (ddeiasa) "% Fase lunar del disco
0 Luna nueva 0%
7-8 Cuarto creciente 50%
15 Luna llena 100%
22-23 Cuarto decreciente 50%

Fase lunar en funcidon de la edad de la Luna (Hemisferio Norte)

1)) 0@ed|]

22.5 29-0

Fase lunar en funcidon de la edad de la Luna (Hemisferio Sur)

_|(|€|0[(@0 D)

22.5 30-0

Calcular la edad de la luna en una fecha determinada es un proceso muy complicado si quere-
mos hacerlo con precision, ya que depende de la movimiento orbital de la Luna alrededor de la Tie-
rra y el de la Tierra alrededor del Sol y ambos (especialmente el de la Luna) son muy complejos,
pero si nos conformamos con una precision de uno o dos dias podremos utilizar un algoritmo senci-
llo.

Algoritmo Oni Oni Nishi

Veamos ahora el sencillo algoritmo Oni, Oni, Nishi del astronomo japonés Gen'ichiro Hori (3 7
—E[f) [Hori 1968; Murakami 2020b] para fechas entre los afios 1750 y 2200.

Para cualquier fecha dd-mm-aaaa del intervalo anterior:

Restar 11 del afio: aaaa-11

Dividir el valor obtenido por 19 y retener el resto
Multiplicar el resto anterior por 11

Agregar la correccion del mes mm dado en la tabla de abajo
Sumar el dia del mes: dd

Dividir por 30 y retener el resto como edad de la luna

AN

Correccioén por mes
Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Set Oct Nov Dic

e 2 06 2 2 4 5 6 7 8 9 10

S


https://ja.wikibooks.org/wiki/w:%E5%A0%80%E6%BA%90%E4%B8%80%E9%83%8E
https://ja.wikibooks.org/wiki/w:%E5%A0%80%E6%BA%90%E4%B8%80%E9%83%8E
https://ja.wikibooks.org/wiki/w:%E5%A0%80%E6%BA%90%E4%B8%80%E9%83%8E
https://ja.wikibooks.org/wiki/w:%E5%A0%80%E6%BA%90%E4%B8%80%E9%83%8E
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_4.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_5.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_6.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_7.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_0.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_7.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_6.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_5.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_4.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_3.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_2.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_1.png
https://es.wikibooks.org/wiki/Archivo:Moon_phase_0.png
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Nota:
El nombre del algoritmo es una regla nemotécnica para recordar la tabla de correcciones del
mes dada arriba.Las correcciones de enero a junio son 0, 2, 0, 2, 2, 4; cero puede pronunciarse
en japonés: O, dos: ni y cuatro shi; con lo que las correcciones indicadas forman las pala-
bras: Oni, Oni, Nishi (. 9. PH)conel significado: demonio, demonio, oeste. De julio en
adelante, las correcciones son correlativas.
Por ejemplo, el dia 12-04-2021 a las 02:32 UTC fue luna nueva (edad de la luna 0 o 30). Pode-
mos hacer las divisiones siguiendo el método que prefiramos; aqui usaremos la division tradicional

y una Tabla de Division Especifica para la division por 19:

Divisioén por 19
Regla
1/19>5+05

Algoritmo oni oni nishi para el 12 de Abril de 2021
Abaco Comentario

ABCDE
2021 Ano
-11 Restar 11
2010 Dividir por 19
+1 Revisar A al alza
-19
1 110 Regla: 1/19>5+05 sobre C
1 515 Resto: 15
15 Borrar ABC
+150 Multiplicar por 11 afadiendo 10x15=150
165
+2 Sumar correccién del mes de Abril: 2
+12 Sumar el dia del mes: 12
179 Dividir por 30, regla: 1/3>3+1 sobre C
389 Revisar al alza dos veces
+2
-60
529 Resto: 29

por lo que obtenemos 29 como edad de la luna para la fecha indicada. El valor exacto seria 30 0 0
ya que fue un dia de novilunio.
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Abaco de mareas

Las mareas ocednicas son el resultado de la atraccion gravitatoria combinada del Sol y, especial-
mente, la Luna sobre las aguas de los océanos. El estado de las mismas en un lugar de la Tierra de-
penderd principalmente de la posicion de la Luna y el Sol respecto a dicho lugar; lo cual, a su vez,
depende de los dos movimientos orbitales de la Luna alrededor de la Tierra y de esta alrededor del
Sol, asi como de la rotacion de la Tierra alrededor de su eje. El lector podra, por tanto, imaginar el
grado de complejidad que tiene la prediccion de los horarios de marea para un lugar dado de la Tie-
rra. Aqui nosotros renunciamos a tal tipo de calculo y nos vamos a basar en un hecho simple que
puede observar a lo largo de su vida cualquiera que viva en zona costera: las mareas bajas ocurren
siempre cierto tiempo después del orto y ocaso lunar y las mareas altas el mismo tiempo después
del transito de la Luna por el meridiano superior o inferior, o lo que es lo mismo, cuando pasa al
norte o sur de nuestra posicion. El antiguo dbaco de marea mencionado al principio se basaba justa-
mente en este hecho y en que la hora a la que ocurren estos ortos, ocasos y transitos estan relaciona-
dos con la fase lunar.

Renunciando a dar aqui ninguna otra teoria, si £ es la Edad de la Luna determinada arriba, en-
tonces podemos usar:

H=(24/30)- E+ K=08-F+ K
como un abaco de horas de mareas donde:

1. Al multiplicar E por (24/30) lo que hacemos es mapear el ciclo lunar de 30 dias en un ciclo
diurno de 24 horas (un poco extrafio pero es asi)

2. La K es una constante especifica para cada ubicacion (de hecho, hay 4 de esas constantes,
una para cada una de las mareas altas/bajas que ocurren en un dia si las mareas son de tipo
semidiurno con dos pleamares y dos bajamares al dia como ocurre en la mayor parte del pla-
neta)

El antiguo abaco de mareas implementaba mecanicamente el calculo de la expresion anterior.

Como puede verse, una vez obtenida la edad de la luna por el algoritmo dado arriba, el calculo
de los horarios de mareas es trivial sobre el dbaco una vez que se conozcan las constantes K a em-
plear para una localidad determinada. Estas constantes podrian determinarse aproximadamente por
observacion de las mareas pero quizds el mejor método sea basarse en unas tablas de marea que
aparezcan en algin almanaque nautico para la localidad que nos interese. Haga lo siguiente:

1. Localice los dias de luna llena del afio del almanaque.

Para cada uno de esos dias anote la hora de la primera marea alta después del mediodia.

3. Asegurese de que las horas estan en una escala de tiempo uniforme. Si esta al uso un horario
de invierno y otro de verano, convierta todas las horas a horario de invierno o de verano se-
gun prefiera.

4. Observe que la marea seleccionada ocurre a aproximadamente a la misma hora dentro del
afio, dentro de un margen de aproximadamente una hora.

5. Promedie las horas asi obtenidas.

S


https://es.wikipedia.org/wiki/Almanaque_n%C3%A1utico
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6. Como en el plenilunio la edad de la luna es de 15 dias, reste 12 horas del promedio anterior (
0.8 - 15 = 12). El resultado es la K que corresponde a la primera marea alta tras el mediodia
los dias de plenilunio.

Si las mareas son de tipo semidiurno, la marea anterior es precedida y seguida por una bajamar
con un intervalo aproximado de 6 horas y 13 minutos, y serd precedida y seguida por otra pleamar a
una distancia de aproximadamente 12 horas y 25 minutos de la primera, por lo que no es necesario
repetir el célculo anterior para las otras mareas que ocurren en el dia (determinar las otras 3 cons-
tantes K).

Ejemplo de aplicacion
La siguiente tabla recoge las horas oficiales de la marea alta después del mediodia para los 13
plenilunios del afio 2020 para Mazagon, una localidad en la costa atlantica del sur de Espafa. El ho-

rario de verano se ha pasado a horario de invierno para tener todas la mareas referidas a la misma
escala de tiempo.

Mazagon, Hora de la pleamar después del mediodia en 2020
Plenilunios Hora oficial Hora de invierno Minutos

10 Ene 20 15:07 15:07 7
9 Feb 20 15:38 15:38 38
9 Mar 20 15:20 15:20 20
8 Abr 20 16:40 15:40 40
7 May 20 16:17 15:17 17
6 Jun 20 16:42 15:42 42
5 Jul 20 16:29 15:29 29
4 Ago 20 16:56 15:56 56
2 Sep 20 16:34 15:34 34
2 Oct 20 16:38 15:38 38
31 Oct 20 15:10 15:10 10
30 Nov 20 15:16 15:16 16
29 Dic 20 14:58 14:58 -2

Como puede verse, con las horas en la misma escala de horario de invierno, la marea de referen-
cia ocurre aproximadamente a la misma hora dentro de un margen de una hora. Promediando los
minutos, la hora media de la marea resulta ser las 15 horas 26.5 minutos, por lo que restando 12 ho-
ras tenemos:

K = 3.5 horas

con suficiente precision, ya que la desviacion estandar de los minutos es de 17 minutos. Nuestro
abaco de mareas quedara finalmente para esta localidad como:

H =0.8- F+ 3.5 horas
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Por ejemplo, para el 4 de diciembre de 2021 (novilunio) se tiene £ = 29 dias lo que conduce a
una marea alta a las 2:42 AM (horario de invierno). Efectivamente, el almanaque indica marea alta a
las 2:43 AM, lo que es un perfecto acuerdo pero que debe ser considerado como meramente anecdod-
tico. Piense que F puede tener un error de dos dias, lo que significa 1.6 horas para la marea, y que
la expresion usada s6lo toma en cuenta el principal factor que determina el horario de mareas dejan-
do de lado muchos otros importantes y complejos. Esto significa que podemos incurrir en errores
que pueden superar las dos horas y, que si bien el dbaco de marea fue un instrumento auxiliar de na-
vegacion de cierta popularidad en el siglo XV, hoy tenemos mejores recursos a emplear para una
navegacion segura. Cuide de su barco y no emplee este algoritmo mas que para disfrutar de su aba-
co.
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Web de Totton Heffelfinger

o H#8 Abacus: Mystery of the Bead
o B#& Advanced Abacus Techniques: Japanese Soroban & Chinese Suanpan

Grupo de discusion: Abaco y Soroban en groups.io

* Soroban and Abacus Group


https://groups.io/g/sorobanabacus
http://totton.idirect.com/soroban/
http://totton.idirect.com/soroban/
http://totton.idirect.com/abacus/
http://totton.idirect.com/abacus/
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